Tentamen i Vektorfalt och klassisk fysik for F, FFM232

Mandagen 5 januari 2015, 8.30-12.30

Examinator: Martin Cederwall

Jour: Martin Cederwall, tel. 031-7723181, 0733-500886, besdker tentamenssalarna c:a kl. 9.30 och
11.30.

Tilldtna hjalpmedel: Physics Handbook, Beta, Chalmersgodkand kalkylator samt Olle Branders formel-
samling.

Alla svar, utom till uppgift 1, skall motiveras, inférda storheter férklaras liksom val av metoder. Lésning-
arna férvantas vara vélstrukturerade och begripligt presenterade. Erhallna svar skall i forekommande
fall analyseras m.a.p. dimension och rimlighet. Aven skisserade I6sningar kan ge delpoang. Skriv och
rita tydligt!

Maximal poang pa tentamen ar 60. For betyg 3 kravs 24 poang, for betyg 4 36 poang, och for betyg 5
48 poang.

Lycka till!

. Svara pa foljande tre delfragor (endast svar skall ges).
(3 per korrekt besvarad deluppgift, 10 for alla tre.)

a) Berékna, eiijklmMiijla dar

2 4 6 -5 3 7
M=|4 6 8|, N=|4 4 4
6 8 10 11 -1 -6

b) A ir vektorpotentialen for faltet fran en virveltrad med styrkan j pa z-axeln (i positiv z-led). Vad &r
vardet av integralen fC(V x A) - dr, dar C ar en kurva med parametriseringen

t
), 0<t<27N,

I
= ({cost,lsint, ——
(z,9,2) = (Lcost, sin Y

dér £ ar en langd och N ett heltal?
¢) Vektorfiltet F ges av uttrycket F(7) = 2% - %, dir @ = (1,0,0), och ytan S bestims av

{7: |7 —a] + |+ d| = 4}. Vad ér virdet av integralen [ F.-dS?

. Vektorfaltet F bestar av tva delar, F' = Fy + Fy. Fy ar faltet fran en punktkélla med styrkan @ beldgen
i punkten (0,0,+/3b). I, ges av uttrycket

. Qzz  2Q%
Fo=—"—"++—.
27 b3 + b2

Beriakna normalytintegralen av F &ver ytan 2 + 9% = é(z —3b)2, 0 < 2 < 3b, diir normalen valts sa att
Z-m>0.
(10 poéng)



3. Ett cirkular cylinder med radien a &ar gjord av ett material med densiteten p, varmekapacitiviteten
¢ och varmeledningsformagan A. Dess yta halls vid temperaturen Ty. Varmeenergi tillférs med en ef-
fekt/ldngdenhet P i ett mycket litet omrade vid cylinderns symmetriaxel (“z-axeln”), sa att varmekéall-
tiatheten kan skrivas som P&2(x,y). Nér transienta temperaturvariationer har klingat ut, hur mycket
storre blir den totala virmeenergin/langdenhet i cylindern, jaimfért med om hela cylindern hade haft
temperaturen Ty7
(Véirmeledningsekvationen lyder

orT

— — AT =
Lo %
dér ¢ dr varmekapacitiviteten, p densiteten och s varmekdlltatheten.)
(10 podng)
4. Pa cirkelskivan ¢ < a, z = 0 finns en ytladdning med ytladdningstatheten o(p,¢) = % Bestam

den elektrostatiska potentialen pa z-axeln fran denna ytladdning. Gor minst tva rimlighetskontroller av
svaret (férutom dimensionskontroll).
(10 poéng)

5. For att rita kartor behover man anvénda en “projektion”, ett sétt att avbilda den krokta jordytan pa
ett platt papper. En vanlig projektion dr Mercators projektion. Den ersitter koordinaterna 6, pa en
enhetssfiar med koordinaterna y,p déar

= logtan -
=lo n_-.
Yy B

Visa att for detta val av koordinater dr Mercators projektion “konform”, dvs. oavsett lage pa jordytan
ger en liten fordndring i de tva koordinaterna en lika stor forflyttning pa jordytan, sa att sma cirklar pa
kartan dr sma cirklar i verkligheten. Visa att lingden ds? for en liten forflyttning pa enhetssfiren ges av

dy? + dp?
ds? = e +2 L .

cosh” y
Ge ett uttryck for vinkeldelen av Laplaceoperatorn i de nya koordinaterna.
(10 poéng)

6. Harled den elektrostatiska potentialen fran en elektrisk dipol genom att betrakta tva elektriska laddningar
mycket nara varandra.
(10 poéng)
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.a)0
b) Nj
c) 4w

. Ytan &ar en del av en cirkulédr kon, som har spetsen i (0,0, 3b) och skér zy-planet i en cirkel med radie b.

Sett fran punktkéllan uppfyller ytan hela rymdvinkeln 47 utom en 6ppning nedat med 6ppningsvinkeln

201, déir tana = 2=, dvs. a = & Ytans rymdvinkel sedd fran punktkéllan &r

V3

V3

o\m‘g‘

Bidraget till integralen fran punktkéllan &r %(1 + @)

Den andra delen bestar av ett konstant filt som ger bidrag 0, samt en del som har divergensen V - Fy =
%. Den &r ocksa noll pa cirkelskivan i zy-planet, som man kan sluta ytan med. Gauss sats ger bidraget

fran ﬁg, som blir %71'b2 -3b- % = Q.

Den eftersokta ytintegralen har vérdet %(3 + @)

. Den stationdra temperaturférdelningen uppfyller

s P

AT = -2 = ——§? .

LR
Utanfor z-aseln géller alltsa Laplaces ekvation, vars cylindriskt symmeriska och z-oberoende 16sningar
ges av T' = A + Blogp. Konstanten B bestdms av linjekéllans styrka till B = och A bestams

sedan av randvillkoret vid o = a till A =Ty + % log a. Losningen ar alltsa

__P_
27\

P 0
T=Ty— —log—.
07 21 ©8 a
Skillnaden i energitathet (jamfort med temperaturen Ty) ges lokalt ges av cp(T — Ty), och for att fa den

totala energiskillnaden per langdenhet av cylindern skall detta integreras over cirkeln. Resultatet ar

a

1
P Pa? Pa?
E—Eoz—cpﬁ%r/dgglogg :_cp)\a /dx:rlogx: cp4/\a .

0 0

Fran virmeledningsekvationen kan man utliisa att cp/\ har dimension tid/(lingd)?. P har per definition
dimensionen energi/(langd xtid), sa svarets dimension &ar energi/langd, som det skall vara.

. Man kan anvanda Greensfunktionsmetoden. Ett litet areaclement med polara koordinater ¢’ och ¢’ pa
cirkeln har laddningen
Q

s

/dg/dgﬁl.



Dess avstand fran en punkt pa z-axeln ar /o2 4+ 22. Bidraget till potentialen i (0,0, z) blir

dq B Qo'do'dy’

dmegr/ 02 + 22 - 4dm2epa?+/ 0% + 22 .

d¢(0,0,2) =

Integration 6ver cirkelytan ger

6(0,0,2) = — 2 _(VZ 1 |2]).

2mepa

En kontroll kan besta i att betrakta potentialen da |z| >> a. Da ar V22 4+ a? — |z = |2|(4/1 + % -1) =

|z\(% + O(%)), och alltsa ¢ =~ %o\zl' Eftersom den totala laddningen pa cirkelskivan &r @ stdmmer

det Overens med resultatet for en punktkélla. En annan kontroll fas vid z = 0, dar minus z-derivatan av
€0® har en diskontinuitet %, vilket stammer med ytkalltdtheten.

5. Differentiering ger
du — df B do _do
Y 2 cos? g tan g 2 sin g cos g sin@’

vilket leder till
ds® = df? + sin® Odp? = sin® O(dy? + dp?) .

S oY — [} & 1 ] oy 1 _ 1
Man har ocksa e¥ = tan 5, varfér coshy = 5 (tan § +cot 5) = ssnloosl = Emd’
o dy? +dp?
ds :72.
cosh” y

Konformiteten foljer av skalfaktorerna for y och ¢ ar lika. Laplaceoperatorn blir
0? 0?
_ 2
A—COSh y(ayQ—i—aSDQ) .

6. Se kompendiet.



