Tentamen i Vektorfalt och klassisk fysik for F, FFM232

Mandagen 27 oktober 2014, 8.30-12.30

Examinator: Martin Cederwall

Jour: Tobias Wenger, tel. 0730-381453, och Sten Salomonson, besdker tentamenssalarna c:a kl. 9.30
och 11.30.

Tilldtna hjalpmedel: Physics Handbook, Beta, Chalmersgodkand kalkylator samt Olle Branders formel-
samling.

Alla svar, utom till uppgift 1, skall motiveras, inférda storheter férklaras liksom val av metoder. Lésning-
arna férvantas vara vélstrukturerade och begripligt presenterade. Erhallna svar skall i forekommande
fall analyseras m.a.p. dimension och rimlighet. Aven skisserade I6sningar kan ge delpoang. Skriv och
rita tydligt!

Maximal poang pa tentamen ar 60. For betyg 3 kravs 24 poang, for betyg 4 36 poang, och for betyg 5
48 poang.

Rattningsgranskning mand. 24 november kl. 12-13, rum 06102.
Lycka till!

. Svara pa foljande tre delfragor (endast svar skall ges).
(3 per korrekt besvarad deluppgift, 10 for alla tre.)

a) Tensorerna A;; och B;; ges (pa matrisform) av

00 3 1 0 0
A=|0 0 0|, B=|0 1 5
07 0 0 —5 1

Berakna vektorn V; = €414 Bri.

b) Vad ér viirdet av integralen [~ (22 — 1)e~dx ?

¢) Vektorfiltet F ges av F(7) = i =5, dir @ = (3,0, 1), och ytan S har parametriseringen

—a®

1
o=1+4+ —=cos,
2
=X,
1.
z—ismq/),

dar 0 < ¢ < 27w, 0 < x < 27. Vad ar vardet av integralen fs F.dS?

. Berakna arbetet som utfors av kraftfaltet

= J . Jj .
F=2 oyt
27TQSD a2 Y

da en partikel transporteras langs halvcirkeln (x,y, z) = (a(1 4+ 2cos7),2asin7,0), 0 < 7 < 7.
(10 poéng)



3. Ett klot med radien a ar gjort av ett material med densiteten p, virmekapacitiviteten ¢ och varme-
ledningsformagan A. Dess yta halls vid temperaturen Ty. Véirmeenergi tillfors med en effekt P i ett
mycket litet omrade vid klotets centrum (origo), s& att virmekilltitheten kan skrivas som P§3(7). Nir
transienta temperaturvariationer har klingat ut, hur mycket storre blir den totala varmeenergin i klotet,
jamfoért med om hela klotet hade haft temperaturen Ty?

(Véirmeledningsekvationen lyder

oT
— — MAT =
Lo 5
dar ¢ dar varmekapacitiviteten, p densiteten och s varmekdlltatheten.)
(10 poéng)

4. Pa cirkelskivan ¢ < a, z = 0 finns en ytladdning med ytladdningstatheten o (o, @) = 27819‘ (Trots att o
ar oéndlig i origo ar den totala laddningen &ndlig.) Bestdm den elektrostatiska potentialen pa z-axeln
fran denna ytladdning. Gor nagon rimlighetskontroll av svaret.

(10 poéng)

5. Koordinater for R? definieras genom att man anviinder den vanliga radien (avstandet fran origo), men
ersitter vinklarna 6 och ¢ med (dimensionslosa) koordinater £ och 71, som fas via en s.k. stereografisk
projektion. Denna fas genom att man utgar fran en enhetssfar, och definierar (£,n) som Cartesiska
koordinater for den punkt i horisontalplanet genom enhetssfarens mittpunkt som skérs av en linje genom
nordpolen (# = 0) och den punkt pa sfaren som har vinkelkoordinater 8 och ¢. Detta illustreras i figuren
nedan.

Visa att systemet r&n ar ortogonalt och har skalfaktorerna

h-=1,
2r
he =h,=——5—.
T T e
Skriv ned ett uttryck for Laplaceoperatorn pa ett skalart falt i r&n-systemet.
(10 poéng)

6. Den kvantmekaniska vagfunktionen W(7,¢) ar ett komplext filt som uppfyller Schrédingerekvationen

ov
ih— + —AV =0
ot + 2m
i ett omrade dar den potentiella energin for en partikel &r noll. Har &r m massan for partikeln och 7
Plancks konstant (dividerad med 27). Schrodingerekvationen har vaglosningar. Vilken dispersionsrelation
(dvs. relation mellan vinkelfrekvens w och vagtal k = 27”) uppfyller dessa l6sningar?
(10 poéng)



Lésningsforslag till tentamen i Vektorfalt och klassisk fysik fér F, FFM232
Mandagen 27 oktober 2014

. a) 0 (nollvektorn)
b) %(e + %)
c)0

. Arbetet ges av tangentlinjeintegralen av F langs kurvan. Den forsta delen av F ér filtet fran en virveltrad
pa z-axeln med styrka j. Kurvan gar en vinkel 7 runt z-axeln, sa bidraget fran den foérsta termen ar
% j. Den andra termen &r reguljar. Man kan anvinda Stokes sats, men behéver da sluta kurvan. Det
kan goras med den raka stréckan pa z-axeln mellan (—a,0,0) och (3a,0,0). P4 denna extra kurva &r
F - di = 0. Rotationen av den andra (reguljéra) delen av F &r #2 Bidraget fran den andra delen av

F till arbetet &r d enligt Stokes sats # - 1m(2a)% = 2j. Det eftersokta arbetet ér 2.

. Den stationdra temperaturférdelningen uppfyller

Utanfor origo géller alltsa Laplaces ekvation, vars sfiriskt symmetriska l6sningar ges av T' = A + %.

Konstanten B bestams av punktkéllans styrka till B = %, och A bestdms sedan av randvillkoret vid
r=atill A=Ty— ﬁ. Lésningen ar alltsa
P 1 1
T=Ty+—(-—-).
o+ 47 (r a)

Skillnaden i energitathet (jamfort med temperaturen Tp) ges lokalt ges av cp(T — Tp), och for att fa den
totala energiskillnaden skall detta integreras 6ver klotet. Resultatet ar

cpa’P
6N

E—Ey=

. Man kan anvianda Greensfunktionsmetoden. Ett litet areaelement med polara koordinater o’ och ¢’ pa
cirkeln har laddningen
Q

2ma

Dess avstand fran en punkt pa z-axeln ar /o2 + 2z2. Bidraget till potentialen i (0,0, z) blir

dq = odA’ = do'dy’ .

dq Qdo'dy’

Areg/0? + 22 8m2epar/o? + 22

d¢(0,0,z) =

Integration 6ver cirkelytan ger

Q 10ga+\/a2+22

(]S(0,0,Z) = 471'60& |Z|




En kontroll kan besta i att betrakta potentialen da |z| >> a. Da ir log @FVO+= = o+ O((|¥‘Z")2)7

[z
och alltsa ¢ =~ %(M' Eftersom den totala laddningen pa cirkelskivan ar ) stammer det Gverens med

resultatet for en punktkalla.

. Man behover forst etablera nagon relation mellan de nya och gamla koordinaterna. Genom att dela
vinkeln 6 i figuren pa hélften och anvénda att denna bisektris skiar den “lutande” strickan i figuren
vinkelratt, kan man anvianda likformighet mellan ratvinkliga trianglar for att komma fram till t.ex.
sin§ = ——L— dvs. cot § = /€2 + 2. Det nya koordinatsystemet bestdms av relationerna

V146402’
0
&= coticosgp,
n= cotgsingo,
r=r.

Ortogonaliteten kan visas genom att berdkna gradienterna av de nya koordinaterna (vilket far goras i
sfériska koordinater). T.ex. far man

VE = 5 (O cos o + psing).

[SIES

2r sin

Skalfaktorer fas enligt he = | 1£| osv., vilket ger

0 2r
_ _ 027
hg—hn—QTSIIl §—m

Laplaceoperatorn konstrueras som vanligt, och blir

1g28 (1+£2+n2)2<82 82>

_ﬁarr or 472 e T o

o2 on?

. En vaglosning har formen ¥ = Aei(E7=wt)  Dipekt insdttning i den givna differentialekvationen ger
(ih) (—iw) + L= (iF) - (ik) = 0, dvs. w = Sk,



