Tentamen i Vektorfalt och klassisk fysik fér F, FFM232

Onsdagen 20 augusti 2014, 14.00-18.00

Examinator: Martin Cederwall

Jour: Martin Cederwall, tel. 031-7723181 eller 0733-500886, besdker tentamenssalarna c:a kl. 15 och
17.

Tilldtna hjalpmedel: Physics Handbook, Beta, Chalmersgodkand kalkylator samt Olle Branders formel-
samling.

Alla svar, utom till uppgift 1, skall motiveras, inférda storheter férklaras liksom val av metoder. Lésning-
arna férvantas vara vélstrukturerade och begripligt presenterade. Erhallna svar skall i forekommande
fall analyseras m.a.p. dimension och rimlighet. Aven skisserade I6sningar kan ge delpoang. Skriv och
rita tydligt!

Maximal poang pa tentamen ar 60. For betyg 3 kravs 24 poang, for betyg 4 36 poang, och for betyg 5
48 poang.

Lycka till!

. Svara pa foljande tre delfragor (endast svar skall ges).
(3 per korrekt besvarad deluppgift, 10 for alla tre.)

a) Vad blir resultatet av integralen fs i—gds , dér S ar en sfar med mittpunkt i origo?
b) Berdkna e;j,e;pppr, dar p= 2.

¢) Vad ar vérdet av integralen fc F. dr, dar C ar en cirkel i xy-planet med radien a och centrum i
origo genomlopt i positiv led, och F ir filtet fran tva raka virveltradar, beldgna pa linjerna ¥ = (¢,0, t)
respektive ¥ = (—t + a, —a, t), vardera med styrkan j riktad at det hall som parametern ¢ okar?

. En volym begriinsas av hyperboloiden 2% +y? — 22 = a? och planen z = —a och z = 2a. Berikna Ik A-dS

over begransningsytan om
xz yz

A= i+
2 452 24y

29
(10 poéng)

. Ett koordinatsystem med koordinater u och v relateras till Cartesiska koordinater x och y sa att bade
u och v &r kvadratiska former i « och y, dvs. linjara funktioner av 22, 2y och y2. Dessutom #r ko-
efficienterna for 22 i u och for y? i v bada 1. Om man kriver att uv-systemet skall vara ortogonalt,
visa att koefficienterna for 2zy i v och v antingen har summan 0 eller produkten 1, och att de mojliga
koordinatsystemen &ar

u =24 20y + oy,

v =o’z? — 20xy + 2,

och
u =22+ 2azy — y?,
v=—2?+4 20 toy + >,
dér « &ar konstant. Ge uttrycket for Laplaceoperatorn verkande pa ett skalart falt ¢(u,v) i det forsta av

de tva fallen.
(10 poéng)



4. Ett vektorfilt ges av F= —Vo, dar
ZOﬁ
¢=do5-

Bestéam faltlinjerna till vektorfaltet F'. Skissa faltlinjerna for nagra varden pa konstanterna a och 5.
(10 poéng)

5. Den elektrostatiska potentialen innanfér en sfar » = a uppfyller Poissons ekvation med en konstant
laddningstéthet pg, och har Dirichlets randvillkor da r = a: ¢(a,8,¢) = ¢gcosf. Bestam potentialen
innanfor sfaren.

(10 poéng)

6. Visa att Poissons ekvation i en volym V med villkor pa 0V givna av antingen Dirichlets eller Neumanns
randvillkor har en unik 16sning (i det senare fallet sanér som pa en additiv konstant).
(10 poéng)
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. a) 0 (nollvektorn)
b) 2
¢)Jj

. Man kan ga tillviga pa olika sétt.

1) Beréikning med Gauss sats. Vektorfaltet A = 20 ér divergensfritt utanfor z-axeln. Dock har det
(jamfor faltet fran en linjekélla med konstant kélltdthet) en linekélla pa z-axeln med téthet 2wz. Den
totala inneslutna kéllan fas genom att integrera denna linjekélltathet fran z = —a till 2 = 2a, med
resultatet 3ma?, vilket dr integralens virde.

2) Direkt berdkning av integralen fungerar ocksa, t.ex. med z och ¢ som parametrar.

. Vi har alltsa att undersoka koordinatsystem som beskrivs av

u = 2?4 20y + ay?,
v = bx?2? + 2Bxy + v

Om systemet ar ortogonalt skall Vu och Vv vara ortogonala. Direkt berdkning ger:
1

§Vu = (z+ ay,az + ay),

1

och alltsa 1
ZVu~VU =...=0b+ap)x®+ (B+ab+a+ab)zy + (a+ aB)y?.

Detta skall vara 0 6verallt. Koefficienterna for 22 och y? ger a = b = —a/3. Insiittning i koefficienten for
zy ger sedan

0=B—a2B+a—af’=(a+p)(1—-ab).
De tva klasserna av system som ges i uppgiften fas da den ena eller andra av faktorerna ar 0.

I det forsta fallet har vi alltsa
u=(z+ay)?,
v=(ax —y)?.

Detta ger skalfaktorer enligt
= |Vu|* = 4(1 + ®)(z + ay)?® = 4(1 + o*)u,

= Vo2 =4(1 + a*)(az — y)? = 4(1 + a®)v.



Laplaceoperatorn blir

1 0 h, O 0 hy 0] 9 0 Ju 0 0 [v o
A= \un,ou " auh, 90 4“*“”{&\5&*&\5&}

4. Potentialen kan skrivas ¢ = 75 cos® 6, och vektorfiltet blir
F=-V¢=rla—pB)r* P cos*d — har®* P sinhcos* 1 0.

Ekvationen for faltlinjerna ar Z—’: = C(t)F(7(t)), déir é—f = f%—l—ér% (det ar klart att faltlinjerna kommer

att ha ¢ =konstant. Genom att dividera komponenterna i r och #-led fas differentialekvationen
ldr B-a

= 0 .
r db 0

Detta ar en separabel differentialekvation med l6sningarna
. B4
r(d) = Csine"" 6.

(Detta skall ocksa ritas for nagra virden pa £.)

5. Vi har att 16sa ekvationen A¢ = —pg, med randvillkoret ¢(a, 8, p) = ¢g cos§. Vi kan dela upp problemet
i tva delar genom ¢ = ¢, + ¢p,, dir Ag, = —po, dp(a,8,9) =0 och Agy, =0, ¢p(a,b,¢) = ¢ cosb. Det
ar rimligt att tro att phi, endast har vinkelberoendet 1, och att ¢ endast har vinkelberoendet cos6.
Med denna ansats kan man anvénda uttrycket for Laplaceoperatorn i sfariska koordinater, och 16sa for

det radiella beroendet. Singuldra 16sningar kan inte accepteras (de skulle svara mot kéllor eller dipoler i
origo). Resultatet &r ¢, = po(a® —12), ¢ = ¢~ cos .

6. Se kompendiet.



