Tentamen i Vektorfalt och klassisk fysik for F, FFM232

Tisdagen 23 oktober 2012, 8.30-12.30

Examinator: Martin Cederwall

Jour: Per Salomonson, tel. 7723231 eller 168437, besdker tentamenssalarna c:a 9.30 och 11.30.

Tilldtna hjalpmedel: Physics Handbook, Beta, typgodkand kalkylator, lexikon samt Olle Branders formel-
samling.

Alla svar, utom till uppgift 1, skall motiveras, inférda storheter forklaras liksom val av metoder. Lésning-
arna forvantas vara valstrukturerade och begripligt presenterade. Erhéllna svar skall i forekommande
fall analyseras m.a.p. dimension och rimlighet. Aven skisserade losningar kan ge delpoang. Skriv och
rita tydligt!

Maximal poang pa tentamen ar 60. For betyg 3 kravs 24 poang, for betyg 4 36 poang, och for betyg 5
48 poang.

Réttningsgranskning tisd. 13 november, rum 06102.
Lycka till!

1. Svara pa foljande tre delfragor (endast svar skall ges)!
(3 poéng per korrekt besvarad deluppgift, 10 for alla tre.)

a) Berdkna vektorn A; = €;;50mnBjmCnik, dér B;; och C;; &r matriselementen for matriserna

10 0 00 1
B=|00 0|, <C=[010
00 -1 1 00

b) Berikna [7_&'(t)e” 7 dt.

¢) Berdkna linjeintegralen fc xg - dr, dar C &ar kurvan 7 = (acost,bsint,c), 0 < ¢t < 2m. a, b och ¢ &r
konstanter.

2. Beridkna fsﬁ~d§, dar
F() = Foa2%, z>0
Lzra@—9), 2<0

och S ar begransningsytan till volymen o < a, —a < z < a.
(10 poéng)

3. Harled kontinuitetsekvationen. Var tydlig med vilka eventuella antaganden som anvands.
(10 poéng)

4. Ett tvadimensionellt kroklinjigt koordinatsystem med koordinater £ och 7 ges genom relationerna

asinh &
cosh & — cosn
asinn

v= cosh & — cosn



Visa att systemet &r ortogonalt och bestdm dess skalfaktorer. Relationerna ovan innebér (efter utnytt-
jande av diverse trigonometriska och hyperboliska identiteter) att ekvationerna

2 + (y —acotn)? = .a2
sin®n
2
a
x—acoth&)? +4%2 = ——
( 3 Y sinh2§

ar uppfyllda. Skissera systemets koordinatlinjer.
(10 poéng)

. Man vill ta reda pa hur viarme lécker ut genom en husvégg. Viggen har tjockleken L och virmelednings-
formagan A. Inomhustemperaturen ar 77 och utomhustemperaturen Ty. Vaggens insida haller samma
temperatur som rader inomhus, T7. Vid vaggens utsida visar det istéllet sig att virmestrommen j ut ur
vaggen &ar proportionell mot skillnaden mellan véiggens utsidas temperatur och utomhustemperaturen,
sé att - j = a(T — Tp). Bestim temperaturfordelningen i viggen. Vilken temperaturen har viggens
utsida?

(Det far forutsittas att varmestréommen ar proportionell mot gradienten av temperaturen med propor-
tionalitetskonstant —\ och att T" uppfyller den tidsoberoende virmeledningsekvationen.)

(10 poéng)

. En punktladdning @ ar beldgen i ¥ = bZ, och man soker potentialen fran denna laddning innanfor sfaren
r =a (a > b), da randvillkoret &r att den elektriska potentialen ¢ &r noll pa randen r = a. Visa att denna
potential fas genom att introducera en fiktiv spegelladdning —$@Q i punkten 7 = “—;2. Ge ett uttryck
for den ytladdningsfordelning som induceras pa sfiaren » = a, om man antar att ¢ = 0 dven for r» > a.
Kontrollera att den totala inducerade laddningen pa sfiren ar —@.

(10 poéng)
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. a) _26z’2

b) % (Detta var det ursprungligen givna svaret. Jag har dock fatt papekat for mig att det bygger pa att
7> 0. Om 7 < 0 &r resultatet —21.)

c) mab

. Faltet Foa2% representerar en punktkilla med ¢ = 47 Fya? beldgen i (0,0, %) Den bidrager till
2
integralen med 47 Fya?.

Filtet £ (22 4 a(& — §)) har en rymdkéilla med p = £2 for z < 0. Rymdkéllans bidrag till integralen &r

% -ma? - a = nFya®.

Dessutom ar faltet diskontinuerligt 6ver xy-planet. Diskontinuiteten i dess z-komponent, dvs. ytladdnin-
gen, ar
a 1
Foa®(=5)——75 -
(0% + %)3/2

Integreras detta 6ver cirkelskivan ¢ < a fas den total laddningen pa ytan. Resultatet, och ytladdningens
bidrag till integralen, ir —27 Fya?(1 — %)

Integralens totala viirde ir alltsa 7Fpa?(3 + %)

. Bilda g—? och %z:

or a

o % (1_coshécosn. —sinh€si
3 (COShf—COS')])2( cosh £ cos 7, —sinh £ sinn)
or a

B = m(— sinh & sin 7, cosh & cosn — 1)

Uppenbarligen ar g—? . g—§ = 0, sa systemet ar ortogonalt. Skalfaktorerna ar

a

he =h .
¢ " cosh ¢ — cosn

Med hjilp av de givna relationerna ser man att bade £ och n-linjerna ar cirklar. De skér varandra

vinkelrdtt. Varje &-linje (“n-yta”) gar genom punkterna (+a,0). De sma cirklarna runt dessa punkter &r

“E-ytor” for mycket stora positiva och negativa &.
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.
i
/,\_‘{\‘V u=nf2 -
# y \\“//
4 [ (r <
F=] 1 v=1
—v.0)or v =—og L (v,0)orv=oco %
p=—2 =2
u =32
A
=
W \t‘»
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o
g
i

(Bilden &r lanad fran http://mathworld.wolfram.com)

. Problemet ar endimensionellt. Lat en z-koordinat vara 0 vid innerviggen och L vid ytterviggen. Los-
ningen till den stationdra varmeledningsekvationen ar att temperaturen varierar linjart i x, och med
villkoret att 7'(0) = Ty fas T'(z) = Ty — kx. Viarmestrommen blir da j = Ak. Villkoret vid = L lyder

alltsa Ak = o(Ty — kL — Tp), sa k tar vardet k = % Vid ytterviggen ar temperaturen

T(L)_ATl—FO{LTo_Tl‘F%TO
A +al 149k

(det ser ut som ett viktat medelvirde av Ty och Tp).
Dimensionskontroll: Eftersom j = —AV7T och i - j = a(T — Tp), har A och o samma dimension.

Rimlighetskontroll: Det récker att undersoka beroendet av den dimensionslosa parametern % Ett stort
varde svarar mot att vArmeutstralningen &r stor (dven for relativt sma temperaturskillnader), eller
ekvivalent att varmeledningsféormagan ar liten. Randvillkoret ser ut att effektivt bli Dirichlet, och mycket
riktigt &r T'(L) ~ Tp. I det motsatta fallet &r vArmeutstralningen liten (enligt det dimensionslésa mattet),
randvillkoret blir ndstan Neumann, och temperaturen vid ytterviggen ar T'(L) ~ T;.

. Med ldagen och laddningar enligt uppgiftstexten, och sedan avstanden uttryckts med cosinusteoremet, ar
potentialen

_Q 1 a 1
dmeg | /12 + b2 — 2br cos b\/r2+‘;—§72%rcosﬁ

¢(7)

For att ta reda pa ytladdningen behover vi den radiella komponenten av det elektriska féltet, som ar

B () = Q r —bcosf _a rf“—;cosﬁ
"N dmeg | (r2 4 b2 — 2br cos 6)3/2 b (r2 + % — 2%y cos 0)3/2

Vid radien » = a blir den
Q a2 _ b2

4reg a(a? + b2 — 2abcos 0)3/2

Er|7"=a =



Ytladdningsfordelningen o 4r —ep ganger detta. Den totala laddningen Q' pa ytan r = a fas genom
integration Over sfaren:

Q a® —b? 2/7r sin 6 d
" ds — — % 2 =...=-Q.
@ /T:a ? iar o o (a2 + b2 — 2abcos0)3/2 @




