Tentamen i Vektorfalt och klassisk fysik for F(TM), FFM232(FFM233)
Tisdagen 10 januari 2012, 8.30-12.30, V

Examinator: Martin Cederwall

Jour: Martin Cederwall, tel. 7723181.

Tilldtna hjalpmedel: Physics Handbook, Beta, typgodkand kalkylator, lexikon samt Olle Branders formel-
samling.

Alla svar, utom till uppgift 1, skall motiveras, inférda storheter forklaras liksom val av metoder. Lésning-
arna forvantas vara valstrukturerade och begripligt presenterade. Erhéllna svar skall i forekommande
fall analyseras m.a.p. dimension och rimlighet. Aven skisserade losningar kan ge delpoang. Skriv och
rita tydligt!

Maximal poang pa tentamen ar 60. For betyg 3 kravs 24 poang, for betyg 4 36 poang, och for betyg 5
48 poang. Lycka till!

. Svara pa foljande tre delfragor (endast svar skall ges)!
(3 per korrekt besvarad deluppgift, 10 for alla tre.)

a) Ange virdet av tangentlinjeintegralen fc F.di,dar F = Fob(yz+279) /(2% +y?) och den slutna kurvan
C parametriseras enligt (x,y, z) = b(cost,sint,0), 0 <t < 2.

b) Beréikna [*°_§(2z — 7)sinx dz.

¢) Ange {or vilken enhetsvektor 7 riktningsderivatan av funktionen ¢(7) = ““2 i riktningen 77 i punkten
(z,y,2) = (1,0,0) & maximal. (Svaret kan ges i termer av Cartesiska eller sfarlska basvektorer i punkten

ifraga, det spelar ingen roll, bara det framgar vilket.)

. Vektorfiltet F ges av
= [AF—az3(F—a2)+ Bz, z>0,
F(m_{Czé, 2 <0,

déar A, B, C och a ar konstanter. Berdkna normalytintegralen av F 6ver en sfir med radien 2a och
centrum i origo.
(10 poéng)

. Maxwells ekvationer lyder
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Visa att B-filtet uppfyller vagekvationen i franvaro av laddningar och strommar. Visa, for en plan vag,
att B ar vinkelrdt mot vagens rorelseriktning.
(10 poéng)



4. Ett koordinatsystem uvy ges av 7 = a (uv cos ¢, uvsin ¢, (v — v?)/2), dér 0 < u,v < 00, 0 < ¢ < 27
och a ar en konstant av dimension langd. Bestam dess skalfaktorer och koordinatytor, samt ge ett uttryck
for Laplaceoperatorn verkande pa ett skalart falt W (u, v, ).

(10 poéng)

5. Ett material med varmeledningsformagan A [W/mK] innehaller en radioaktiv isotop vars sonderfall ger en
uppvirmning som av en virmekilla med en konstant rymdkélltithet so [W/m?]. Ett stycke av materialet
formas till ett klot med radien R och och kopplas till en termostat vilken reglerar temperaturférdelningen
T vid ytskiktet sa att denna uppfyller

1
T(R,0,p) =Tp (1+3cos€) ,

dar 0 och ¢ ar sfiriska vinkelkoordinater. Bestdm den statiska temperaturfordelningen i klotet.
(10 poéng)

6. Visa att rorelseenergin i en roterande stel kropp med densiteten p ges av T' = lIijwiwj, dir & ar

2
rotationsvektorn, och I;; = [i, dV p(r?6;; — x;x;). (Kroppen roterar kring origo.)
(10 poéng)
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. Féltet har en punktkélla med styrkan 47 A i 7= aZ, som ligger innanfér ytan. Den enda rymdkéllan &r
for z <0, dér V- F = C. Dessutom kan det finnas en ytkélla vid z = 0. Den bestéms av diskontinuiteten
hos féltets normalkomponent, dvs. z-komponent. Endast delen av F' med koefficienten A bidrager, och

ytkéllans styrka ar
Aa

(0% +a2)3/2"

Hela integralen ges av den totala kéllan innanfor sfiren. Punktkéallan bidrager 4w A. Rymdkallan ger

g = —

3
%%C . Ytkéllan, slutligen, far integreras 6ver cirkelskivan med radien 2a, med resultatet —2mw A(1 —

%) Virdet av integralen &r

/ﬁ-d§2ﬂA(l+\}g>+1;7Ta3C.

S

Alternativt kan bidraget fran “A-termen” raknas ut genom att ta reda pa hur stor rymdvinkel den
ovre halvan av sfiren upptar, sett fran punktkillan. Genom att ligga en sfir med radien av/5 kring
rymdkaéllan, som skér den ursprungliga sfaren i xy-planet, ser man att cirkeln i xy-planet svarar mot en

vinkel 6y med cos fy = —-1. Den sokta rymdvinkeln &r dérfor 27 % gin0do = 2 (1 + L.
NG 0 V5

. hy = avu? + 0?2
hy = avVu? + 02

hy = auv

2 2
u-yta: z = - ””2;;’2 +2%, rotationsparaboloid med 6ppningen nedat zyayx = u?a/2.
v-yta: z = g;}% - 5, rotatioonsparaboloid med Sppningen uppéat zmin = —v2a/2.
@-yta: tan = ¥ halvplan fran z-axeln.

Laplaceoperatorn ges av

A-__ Y (1o 6 18 8\, L &
—a?(u? +v?) wouou " vov' v u?v? 9p?
. Virmeledningsekvationen (utan tidsberoende) blir Poissons ekvation, AT = — 2. Det enda vinkelberoen-

det &r cos @ i randvillkoret, sa det dr rimligt att “gissa” att inga andra funktioner av 6 och ¢ dyker upp i
16sningen. Vi anvénder separationsmetoden, och ansétter T'= f(r) + g(r) cos f. Inséttning av uttrycket
for Laplaceoperatorn i sfariska koordinater ger

1 1 2
AT = ﬁ(TQ.f,)/ + ﬁ(TQQ/)/COSG - ﬁgcosﬁ.



Ekvationerna for f och g blir

SRy ==,
Tiz(ﬁg’)’ - %g =0.
Losningarna &r 5
flr)=A— 5,
g(r) = Br,
dér vi har slangt bort singuléra 16sningar. Matchning med randvillkoret ger A = Ty + g—ng, B = %’%.

Temperaturférdelningen ar

T =20

= SR 1) + T (1+ Lcose) :

3R



