Ovningstentamen i Vektorfalt och klassisk fysik for F/TM
Oktober 2009

Tilldtna hjalpmedel: Physics Handbook, Beta, typgodkand kalkylator, lexikon samt Olle Branders formel-
samling.

Alla svar, utom till uppgift 1, skall motiveras, inférda storheter férklaras liksom val av metoder. Lésning-
arna forvantas vara valstrukturerade och begripligt presenterade. Erhalina svar skall i forekommande
fall analyseras m.a.p. dimension och rimlighet. Aven skisserade lésningar kan ge delpodng. Skriv och
rita tydligt!

Maximal poang pa tentamen ar 60. For betyg 3 kravs 30 poang, for betyg 4 40 poang, och for betyg 5
50 poang, poangen fran datoruppgifterna inraknad. Lycka till!

. Svara pa foljande tre delfragor (endast svar skall ges)!
(3 per korrekt besvarad deluppgift, 10 for alla tre.)

a) Vad ir viirdet av integralen [~ _&(z — Z)tanz dz?

b) Vad &r vérdet av integralen [ F.dS, dir F(F) = ?@g (o &r den radiella cylindriska koordinaten) och
S ar en sfar med radien 1 och mittpunkt i origo?

¢) M &r matrisen
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Visa att B-filtet uppfyller vagekvationen i franvaro av laddningar och strommar. Visa, for en plan vag,
att B ar vinkelrdt mot vagens rorelseriktning.
(10 poéng)

. Berékna integralen [, F - dF, dir

4 —1)§ — yi
F(r) = ((fc—l)% +0(1 — p)e ?sina + é&(e"?cosa — zsina) + Zcosa

och C #r kurvan (p,a,2) = (2 + 1 5 COS 5, t,0) da parametern ¢ gar fran 0 till 47. (De cylindriska koordi-

naterna (g, «, z) ar relaterade pa vanhgt satt till de cartesiska (z,y, 2).)
(10 poéng)



4. Visa eller argumentera 6vertygande for att om ett skaldrt filt ¢ uppfyller Laplaces ekvation pa hela R?
(och inte &r en trivial 16sning med V¢ = 0), kan inte nagon ekvipotentialyta till ¢ vara sluten.
(10 poéng)

5. Ytan till en mycket lang cylindrisk kavitet (kan betraktas som oéndligt lang) med radien a halls vid
den elektriska potentialen ¢(p = a, @, z) = ¢ cos2a. Bestam det statiska elektriska faltet i kaviteten.
Skissera ekvipotentialytor och féltlinjer.

(10 poéng)

6. Antag att man vid tiden ¢ = 0 har en endimensionell temperaturférdelning T'(z,t = 0) = TpZ. (Detta
ar forstas i praktiken omojligt, eftersom det finns en undre grans for temperatur, sa man kan se det
som giltigt i ett omrade. Har behandlar vi det dock rent matematiskt.) Eftersom Laplaceoperatorn pa
begynnelsevirdet ar noll, verkar det inte som att man (i franvaro av varmekallor) far nagot tidsberoende
alls hos temperaturen, utan T'(z,t) = Ty Z. Verifiera att detta ocksa &r resultatet som en berékning med
Greensfunktion ger. Greensfunktionen for varmeledningsekvationen i en rumsdimension &r

1 _lw=m)?
G(z,t;z0,t0) = ——=¢ **G-t0)
47T]€(f - to)

for t —tg > 0.
(10 poéng)
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. Den forsta termen i F' kiinns igen som féltet fran en virveltrad med styrkan 27 pa linjen x = 1, y = 0.
Eftersom z = 0 och 2 - dif = 0 bidrager inte termerna —d&zsina + 2 cosa. Resten av ﬁ, dvs. o(1 —
p)e 2sin« + d&e~ 2 cos v, ar rotationsfritt, vilket ses genom explicit utrdkning av rotationen i cylindriska
koordinater (eller s& ser man att det &r gradienten av ge~2sina). Kurvan C omsluter virveltraden tva
varv i positiv riktning. Vardet av integralen ar darfor 2 - 2w = 4.

. T.ex.: Om ¢ uppfyller Laplaces ekvation ar faltstyrkan V¢ divergensfri. Det finns alltsa inga kéllor.
Gauss sats sager att for en sluten yta [, Vo - dS = [{, V¢=0. Om det finns slutna ekvipotentialytor

far man alltsa att flodet genom dem &r noll. Men pa en ekvipotentialyta S ar 7 = :I:% med samma
tecken pa hela ytan. Man far fS |Vé|dS = 0 pa varje ekvipotentialyta, och darfér V¢ = 0.

Eller: Om S = 0V &r en sluten ekvipotentialyta ar ¢ en 16sning till Laplaces ekvation med randvillkoret
¢ = ¢ pa S. Betrakta istallet faltet ¢ = ¢ — ¢, som lyder Dirichlets homogena randvillkor. Vi anvander
V- (@VY) = |VY]? + Ay = |[V|?. Gauss sats ger ||, [V]? = [, ¥V - dS = 0, s& ¢ = 0 innanfér
varje ekvipotentialyta.

(Kommentar: Pastéaendet, och argumenten, haller i R3, men inte om omradet man 1ser Laplace ekvation
har mer en en rand, t.ex. om det 4r omradet mellan tva koncentriska sfarer.)

. Inget i problemstéllningen beror pa z, sa vi betraktar det som ett 2-dimensionellt problem. Den elek-
trostatiska potentialen uppfyller Laplaces ekvation pa cirkelskivan ¢ < a. En rimlig ansats ar ¢(p, o) =
f (o) cos2a. Laplaces ekvation sager

10 0 1 62 - )
090 (%%) ?37:2 = 0" (of'(0))' cos2a — 4¢™* f (o) cos 2ar.

En ansats f(p) = AP ger p> —4 = 0, p = +2. Minustecknet ger ett singulirt filt. Randvillkoret ger

A= % Potentialen ar
2 2 2

Q X
6 = 6= cos2a = g i

(Fran det senare uttrycket ar det uppenbart att ¢ 1oser A¢ = 0.) Det elektriska filtet ar

a2

_ 2 2
E=-V¢= (bog(—@cos2a+dsin2a):—@(xi—yﬁ).
a a

Ekvipotentialytorna &r hyperbler 2 — 32 = konstant. Filtlinjerna #r hyperbler zy = konstant.
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6. Temperaturen vid tiden ¢t > 0 ges m.h.a. Greensfunktionen och begynnelsevirdet av

T(z,t) / dy— e~ S, Y
x,t) = e =.
y\/ Akt a
. . . T T
Byt integrationsvariabel till z = NI

To 1 2
T(x,t) = —V4kt——— d 4kt .
(#.0) = VIR [ (VAR e

— 00

Vi anvinder [*7 dze=*" = /7 och 1= dzze=*" =0, vilket ger T'(z,t) = Tox.



