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1. Falt och derivator

Ett falt ar en fysikalisk storhet som kan beskrivas som en funktion av positionen
i rummet 7 och tiden ¢. I den har kursen kommer vi att behandla tva typer av
falt, skalara falt och vektorfilt.

Skalarfalt.
d=d(Ft), ®cR, 7FcR? (1)
Skalar Symbol Enhet
tryck D Pascal (Pa), 1 Pa = 1 N/m’
densitet p kg/m®

temperatur T Kelvin (K), Celsiusgrader (°C)

Vektorfalt.
F=F(t), FeR?® 7FeR? (2)
Vektor Symbol  Enhet
hastighet 0] m/s
kraft F N
Magnetfalt B Tesla (T)

Rum och koordinatsystem

En viktig egenskap hos skaldrer och vektorer ar att dessa dr oberoende av koor-
dinatsystem (transformation). Mer om detta senare nir vi pratar om tensorfalt.

I ett Cartesiskt koordinatsystem pa R? giller att en allmén vektor A kan
skrivas

A=A+ A+ Az (3)
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dér z, § och Z ar ortonormerade basvektorer.

I detta koordinatsystem har vi féljande partiella derivator -2, -2 2 Vi

oz’ dy’ 0z
anviinder ibland kortnotationen 9, = 5.
Detta ger vektoroperatorn
V = &8, + 99, + 20., (4)

som uttalas nabla eller dell.

Vektoralgebra

Repetera detta om ni kdnner er osikra!
Exemplen nedan i Cartesiska koordinater.

Addition.
A+ B = (A, + B.)& + (A4 + B, + (A- + B.)2 (5)
och motsvarande for subtraktion.
Resultatet dr en vektor.
Skalarprodukt. oL Lo
A- B = |A||B]cos#, (6)

dir |A] och |B| &r vektornormerna enligt nedan och 6 r vinkeln mellan vekto-
rerna.
P& komponentform

A-B=A,B,+A,B, + A.B., (7)

eftersom -2 =¢g-j=%2-2=1ochz-yg=2-2=95-2=0.
Resultatet ar en skalar.

Vektornorm.

— — -,

A=Al = (A A)Y2 = (A2 + A2 + A2)/2 (8)

Kryssprodukt.

AxB=

I
=

yB: —A.By)&+ (A.B, — A B.)j + (A By — AyB;)2.  (10)

Skalarfalt

Ett skalédrt falt representeras av ett tal i varje punkt. Exempel pa saddana félt &r
temperatur, tryck, elektrisk laddningstéathet.



Nivayta. Geometriskt brukar vi beskriva ett skalart falt ®(z,y, z,¢) genom
att rita de ytor pa vilka filtet dr konstant. Vi kallar sddana ytor fér nivaytor,
eller i tva dimensioner nivakurvor. Vissa typer av nivakurvor har fatt speciella
namn, till exempel isotermer for kurvor langs vilka temperaturen ar konstant
och isobarer langs vilka trycket ar konstant. Man kan konstruera nivaytorna
genom att stélla upp ekvationen C' = ®(z,y, z,t), och lésa den for olika C.

Gradient, faltlinjer. Ett viktigt begrepp nér vi arbetar med skaldra falt ar
gradienten. Betrakta tva punkter (x,y, z) och (x+dz, y+dy, z+dz). Skillnaden
i skaldren ® mellan dessa bada punkter ar

d® =9 (z+da,y+dy,z +dz) — @ (z,y, 2)
0® 0P oP

~ O (z,y,2) + axder a—yder Edz— D (z,y, 2)
0P 0P 0P
=—d —d —dz. 11
axz+8yy+8zz (11)
Den hér skillnaden kan vi tolka som skaldrprodukten mellan vektorn
dr¥ = (dz,dy, dz), (12)

som beskriver separationen mellan de bada punkterna och vektorn

- <8<I> 0d 8<I>>

som vi kallar for gradienten av ®. Dvs d® = dr'- A
Med en normalvektor 7 som har ldngden 1, s& ar 71- V® riktningsderivatan for
® i riktningen 7, det vill sdga den méter hur snabbt ® varierar i denna riktning.

Riktningsderivata

Vad blir enheten pa denna riktningsderivata?

Svar: Enheten ar [®]/langd. Notera att [n] = 1.

Gradientoperatorn

- o 0 0
V= (8.%"6];782)’ (14)

ar i sig sjilv inte en vektor, utan den &r en vektoroperator, som tar ett skalarfalt
och producerar ett vektorfilt. Skillnaden mellan en vektoroperator och en vektor
kommer att méarkas nir vi bekantar oss med rdknereglerna for vektoroperatorer.

Det ér enkelt att visa att V® ar ortogonal mot nivaytorna for ®. Lat é; vara
en tangentvektor till en niviyta genom en punkt 7. Eftersom ® = @, (konstant)
langs nivaytan géller att

6 - Vo =0 = ¢ LVo.



Kurvor som i varje punkt har Vo som tangentvektor kallas for faltlinjer.

Exempel: HGjdkurvor och riktningsderivata

Betrakta en bergstopp med en hdjdyta som ges av

ho
h(r) = W7

(15)

dér h ger hojden over havet, hy dr hojden pa toppen av berget, och R &r
ett matt pa bergets utbredning.

Vi kan gora en héjdkarta genom att rita upp nagra nivaytor, dvs
kurvor som motsvarar konstanta varden pa h. Vi ser enkelt att kurvan
2? 4+ y? = C? (konstant) ger he = H’_LO (konstant) och att héjdkurvorna

2

R2
déarfér motsvarar cirklar med centrum i origo (z =y = 0).




10 T T

y (km)
o

~10 . s .
-10 -5 0 5 10

x (km)

Eller kombinerat med hoéjdkurvor enligt en kontinuerlig fargskala
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Gradienten av detta fdlt kommer att motsvara héjdéndringen per liang-

denhet i horisontalplanet. Vi finner denna genom att skriva 2 +y2 =r

sé att h = h(r). Vi far
dh ho

2r

2

S 16
dr (1+1r2/R?)%2 R? (16)
Vidare ar 5 )
or _ 1, 2 2\—1/29,. _ L
p 2(:c +y7) 2 o (17)
och pss 9yr = y/r. Darfor blir
- Oh Or Oh Or
Vh =20.h+ §0,h = —— + §— — 18
‘ Y0y x8r8m+y6r8y (18)
2ho
L — Y ) 1
R2(1 ¥+ TQ/RQ)Q (iL'.’E + yy) ( 9)
Riktningen pd denna vektor ser vi &r — (x& + y§) = —r#, dvs den ho-

risontella héjdgradienten ar riktad radiellt indt - mot storre virden av

h.
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Vektorfalt

Ett vektorfilt beskriver pa samma sitt en fysikalisk kvantitet som i varje punkt
i rummet &r en vektor. Exempel pa sddana kvantiteter &r hastigheten i en
strommande fluid, den magnetiska faltstyrkan, och den elektriska stromtatheten.

Filtlinjer. Geometriskt kan vi representera ett vektorfilt genom att konstruera
faltlinjer. Faltlinjerna till ett vektorfilt F (7) ar de kurvor som overallt har F (7)
som tangentvektor.

_ For att forsta begreppet féltlinjer kan vi borja med att ténka oss ett vektorfalt

V(z,y, z) som representerar en hastighet i en fluid. En testpartikel i fluiden f6ljer

da en bana 7(t) som ges av
dr -
T 7@ (20)

Analogt med detta definierar vi en féltlinje som den bana vi far genom att f6lja
med ett godtyckligt vektorfilt F' som om det var ett hastighetsfilt. Ekvationen
for ett sadant vektorfalt ar

dr

4 = CE (7)), (21)



dar C ar en godtycklig konstant (dvs du kan vélja den som du sjilv vill, s&
lange som du inte sétter den till noll), och 7 4r en parameter for att numrera
punkterna lings faltlinjen.

Exempel: foltlinjer (enkel diff.ekv.)

Vi vill konstruera féltlinjerna till

F()=F (Ta+3). (22)
Detta ger oss differentialekvationerna
dz x
— =CFy— 23
dr Oa’ (23)
dy
— =CFy. 24
dr 0 (24)
Vi véaljer nu C = a/Fy, sa att ekvationerna blir
dz
— = 25
T-s (25)
dy
— = 26
ar ¢ (26)
Dessa har 16sningen
T = xpe’, (27)
y=ar+ Yo (28)

dér zg och yo dr den punkt pa féltlinjen dar 7 = 0.

Divergens och rotation. Vi kan derivera ett vektorfalt pa tva huvudsakliga
satt. Dels kan vi bilda en skalidr genom divergensen V-F (eller divF ), eller
en vektor genom rotationen V x F (eller rotF). I cartesiska koordinater blir de
explicita uttrycken

V.- F=08,F,+08,F,+0.F., (29)
I R
VxF=|08, 8, 0.|=0,F.—0.F)&+ (0.Fy—0.F.))+ (0.F, — 0,F,)2.
F, F, F,

(30)

Divergensen ger ett matt pa hur mycket filtet gar isir” (divergerar), medan
rotationen méter hur mycket det snurrar runt”.



Exempel: divergens

Vektorfiltet F = & +yy—+ 22 har divergensen V-F = 3 och rotationen V x
F =0 (faltet ar rotationsfritt). Notera att negativa virden pa divergensen
betyder att filtet gdr ihop” (konvergerar).

Exempel: rotatation

Hastighetsfiltet for en roterande fluid ¥ = & x 7. Med & = w2 £
—wyYZ +wsxy och rotationen blir V X ¥ = 2wz medan divergensen V - ¢/
Detta specifika hastighetsfélt ar alltsa divergensfritt.

Laplaceoperatorn. Vi kommer ocksa att stota pa den viktiga Laplaceope-
ratorn: A = V - V. Verkande pa ett skalart falt i cartesiska koordinater blir
detta

AD =V VO = (92 + 02 + 02) . (31)

Likasé kan denna verka pa ett vektorfilt AF =V - VF = (02 + 82 + 02) F.

En forsta bekantskap med potentialfalt

En potential, ®, ar ett viktigt specialfall av ett skalért falt. Ur en potential kan
vi beriikna ett vektorfilt F = —ﬁ(b, som vi ofta kallar fér en faltstyrka.

Vi kan da bade konstruera nivaytorna till potentialen, vilka kallas ekvipoten-
tialytor, och faltlinjerna till faltstyrkan. Lagg mérke till att ekvipotentialytorna
och féltlinjerna 6verallt méste vara ortogonala mot varandra.

Exempel: Filtbild (med en svarare diff.ekv.)

Bestam féltbilden till potentialen

a:2+y2

P =&
(ﬂf,y) 0 ax

(32)

Vi borjar med att bestdmma ekvipotentialkurvorna genom att séitta ® =
2C/®y, sa att vi far ekvationen

(33)

Vi multiplicerar med az och sétter alla termerna pa samma sida om
likhetstecknet
0= 2% — 2aCx + y°. (34)




Efter kvadratkomplettering far vi
0= (z—aC)® —a®C? + 4. (35)
Denna ekvation kan vi skriva om som
a?C? = (x — aC)? + 1%, (36)

vilket &r ekvationen for en cirkel med centrum i (aC,0) och radien |aC|.
Detta innebér att alla ekvipotentialytorna gar genom origo. Notera att det
finns inget som forbjuder aC' fran att vara ett negativt tal.

Nu bestdmmer vi féltstyrkan

L o 2 9
qu>°<1y y) (37)

a x2’

Faltlinjerna &ar da losningen till

dz (I)O y2
02 (1_-L
dr ¢ a ( z? )’ (38)
dy  ®o2y
dr ¢ a (39)
Vi dividerar nu (39) med (38)
d 2
dy __2y/w (40)

de  1—y2/22’

Losning 1. (Se avsnitt 7.2 i Arfken.)
Vi noterar att vi har den allménna formen av en forsta ordningens
differentialekvation
dy _ P(z,y)

dz — Qz,y)
Hade var ekvation varit separabel hade vi fatt en véldigt snabb 16sning.

For en separabel diff.ekv. géiller att P(z,y) = P(z) och Q(x,y) = Q(y) sa
att

(41)

Qy)dy = —P(z)dz, (42)

vilket vi enkelt kan integrera. Men tyvérr, i vart fall kan vi inte skriva
ekvationen pa denna form. Istéllet undersdker vi om den ar en exakt
differential. T sddana fall existerar det en funktion ¢(x,y) si att

Ozp(x,y) = P(x,y) och 0Oyp(z,y) = Q(,y). (43)
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Detta ar i sin tur uppfyllt omm

I vart fall &r detta inte omedelbart sant eftersom vi har P(x,y) = —2y/x
och Q(z,y) = 1 — y*/22. Men strukturen ser #nda lovande ut; vi skulle
dock 6nska att kvoterna var de omvénda, dvs x/y. Vi multiplicerar téljare
och ndmnare med —z2/y? vilket ger

P(e.y) = 25 (45)

2

Qz,y) =1— 72 (46)

vilket uppfyller 9, P(x,y) = 0,Q(z,y) (kolla gidrna). En sddan funktion (i
vart fall a(x,y) = —2?/y?) kallas for en integrerande faktor och gar alltid
att finna. Men tyvéarr existerar det inget systematiskt sétt att konstruera
denna (forutom for linjéra, forsta ordningens ODE).

Under detta villkor har diff.ekvationen losningen (om du &r intresserad,
se ett bevis av denna ekvation hér. Notera ocksa att Arfken &r lite slarvig
med att skilja pa integrationsvariabler och integrationsgrinser.)

T y
/ P(2',y)da’ +/ Q(xo,y")dy" = konstant. (47)
Zo Yo
Vi far att
58,2 x 1‘2 Y
konstant = {] + [y' + ?] . (48)
Yy Zo Yo
Satt in integrationsgréanserna
2 2 2 2
konstantzxf—@—i-y—i—@—yo—@- (49)
Y Y Y Yo

Tva termer tar ut varandra och vi kan baka ihop alla konstanter till en ny
(konstant + yo + 3 /yo = 2D). Multiplicera med y vilket ger

2 +1y? - 2Dy = 0. (50)
Efter kvadratkomplettering far vi
2?4+ (y — D)? = D?, (51)

vilket dr ekvationen for en cirkel med centrum i (0, D) och med radien |D|,
det vill séga alla faltlinjerna gar genom origo. Notera att det finns inget
som férbjuder D fran att vara ett negativt tal.
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Losning 2. Diff.ekvationen ovan kan skrivas om som

L\ dy 2%
z2 /) dx T

Om vi flyttar om termerna sa far vi

2
y°\dy 2y
1-L )2 - =
< x2)dx T

2

22\ dy 2z
1-= )2+ =0,
( yQ)dery

Multiplicera med —x2/y

Vi noterar nu att

@y dzx

det vill séga var ekvation kan skrivas

d [2?
i (5 e0) o

Om vi integrerar detta uttryck far vi

2
T yy=2D
Yy

ddr D &r en integrationskonstant. Vi multiplicerar med y
2 +y? =2Dy.

Detta &r samma 16sning som ovan.

d 2 2 24 d 2\ d
(x+@:w_xy+yzo_g>y+

2z

Y

(52)

(57)

(58)
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2. Kroklinjiga koordinater

Allmént behover vi tre parametrar uy, ug, ug for att beskriva en godtycklig punkt
i rummet. JAmfor med generaliserade koordinater i analytisk mekanik. Vi kan
da skriva ortsvektorn som 7(uq, us, us).

Koordinatyta. for koordinat 4: alla 16sningar till u; = konstant.

Koordinatkurva. den kurva som fas om en koordinat tillats variera och de
andra halls konstanta.

Om vi da héller en av parametrarna, sig ui, fix och later us och uz variera,
s& far vi en tva-dimensionell yta, vilken vi kallar ui-ytan. P4 samma satt kan vi
d& definiera ytor for de andra koordinaterna. Tva koordinatytor, till exempel
de for koordinaterna us och ug, skdr varandra ldngs en en-dimensionell kurva.
Langs denna kurva kommer da bara koordinaten u; att variera, sd denna kurva
ar en koordinatkurva for u.

Exempel: cylindriska koordinater

I de cylindriska koordinaterna p, ¢, z kan vi skriva ortsvektorn som 7 =
pCos O + psin ¢y + 22.
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Koordinatytorna for p, ¢,z édr da en cylinder med z-axeln som sym-
metriaxel och med radien p, ett plan som utgar fran z-axeln och bildar
en vinkel ¢ med z-axeln, samt ett plan parallellt med xy-planet och med
z-koordinaten z.




Koordinatlinjerna for p, ¢, z blir da en stréle som utgar fran z-axeln och
bildar vinkeln ¢ med z-axeln, en cirkel med radien p och en linje parallell
med z-axeln.

Enhetsvektorer

Om vi nu studerar en liten foérskjutning av ortsvektorn, dr, sa kan vi i och med
att ortsvektorn ar en funktion av uq, us, ug skriva denna som

or or or

dr = —du; + =—dus + —dus. 1
6u1 ! aUQ 2 811,3 3 ( )
Tank nu pé att den partiella derivatan 07/0u; dr definierad som derivatan

da vi haller us och us fixa. Darfér maste 07/0u; vara en tangentvektor till
koordinatkurvan for u,. Vi kan da definiera en enhetsvektor fér u; som

. 1 oF

el_h_la_ul’ (2)
dar o
7

hi = Jur (3)

kallas for skalfaktorn. Pa samma satt kan vi bestdmma skalfaktorer och enhets-
vektorer till us och ug. Forskjutningsvektorn d* kan vi nu skriva som

d7 = hiéiduy + hoéadus + hzésdus. (4)



Alternativ definition. FEtt alternativ till att anvinda de normerade tangent-
vektorerna som enhetsvektorer ar att anvinda normalvektorerna till koordinaty-
torna. Betrakta t.ex.

uy = uq(z,y, z) = konstant. (5)

Detta motsvarar en nivayta till ett skaldrfialt. Normalvektorn ges alltsa av V.

Det géller alltid att
- or
Vi, - 2
0uj

= dij- (6)
Nér vi inskrinker oss till ortogonala system giller dessutom att Vu; I %.
Notera dock att dessa vektorer i allmédnhet kan ha olika lingd. Faktum &r att
féljande samband géller for ortogonala system

. 1 o =

Exempel: Enhetsvektorer for cylindriska koordinater
I cylindriska koordinater ar 7= (p cos ¢, psin ¢, z). Vi kan da berikna
g—z = (cos ¢, sin ¢, 0) , (8)
o = (psing,poso.0). ©)
g =(0,0,1). (10)
Skalfaktorerna blir d&
h, = (cos® ¢ + sin? ¢)1/2 =1, (11)
hg = (p2 cos? ¢ 4 p? sin? ¢)1/2 = p, (12)
h,=1. (13)
Enhetsvektorerna blir
p = (cos¢,sin¢,0), (14)
¢ = (—sin ¢, cos ¢, 0), (15)
£2=1(0,0,1). (16)
Forskjutningsvektorn kan da skrivas som
A7 = pdp + ppdg + 2dz. (17)




I fortsattningen skall vi begrdnsa oss till koordinatsystem med ortogonala
enhetsvektorer, dvs
1 omi=j

Ci &) =0ij = { 0 annars (18)

dér vi passat pa att introducera Kroneckers delta, d;;.
Vi skall ocksd anta att enhetsvektorerna bildar ett hogersystem

él X ég = ég (19)

Visa att enhetsvektorerna i de cylindriska koordinaterna uppfyller dessa
villkor.
Vi kan nu hérleda nagra anvidndbara samband som baglidngden ldngs en
kurva
ds? = dF - A7 = hidu? + hidus + hidu?. (20)

Betrakta ovanstaende baglangd for fallet da dus = dusz = 0. Det star da klart
att vi kan tolka hidu; som baglingden dsy, dvs som en infinitesimal forflyttning
i up-riktningen. Notera darfor att h;du; alltid maste ha enheten ldngd.

Ett ytelement ds, pé koordinatytan u; ar en rektangel som genereras av dus
och dus. Rektangelns sidor har da langderna hodus och hzdus. Ytelementet blir

dgl = é1h2h3du2dU3, (21)

och pa samma sitt kan vi berékna ytelementen pa koordinatytorna fér us och
us.
Analogt kan vi berikna volymelementet som genereras av duy, dug och dug,
vilket blir
dV = h1h2h3du1dU2dU3. (22)

Exempel: bag- yt- och volymselement i cylindriska koordinater

Bagelementet i cylindriska koordinater blir
ds? = dp? + p2d6? 4 d=2. (23)

Ett ytelement pa p-ytan skrives

dS, = é,pd¢dz, (24)
pPa ¢-ytan .
dS¢ = éd)dpz (25)
och pa z-ytan B
dsS, = é.pdpdo. (26)




Volymelementet kan vi skriva som

dV = pdpdedz. (27)

Vektoroperatorer i kroklinjiga koordinater

Gradient. Betrakta ett skalart filt ¢. Om vi forflyttar oss en stracka dr sa
fordndras ¢

d¢ = V¢ - d7. (28)
Samtidigt, om vi skriver ¢ som en funktion av wuy,us och ug far vi
09 0¢ 0¢ 1 99 1 9¢ 1 0¢
d¢ = By duy + 9y dug + ous dusg = Iy Oy hiduy + oy Oty hodus + I O hsdus
1 0¢ . 1 0¢ . 1 0¢ . .
=(—== —_— —_— -d 2
<h1 8u1 1+ hQ 8UQ €zt hg 8’11,3 s " ( 9)

Forflyttningen dr (ovan) kan vi i de nya koordinaterna skriva som [se ekv. (4)]
dr = hléldul + h2é2du2 + hgégdu;),. (30)

D4& kan vi identifiera uttrycket inom parentesen som gradienten i de nya koordi-
naterna wuq,us, us
1 0¢ . 1 0¢ 1 0o ,

— ~ €3. (31)

Go— L e
¢ hl 8”1 €1+ hg 8u2 ©2 h3 8u3

Gradient i cylindriska koordinater: I cylindriska koordinater blir gradien-
ten

Vf==Z"p+-7d+ =22 (32)

Exempel: skalarfalt och dess gradient i olika koordinatsystem

Ett skalarfalt &r givet i Cartesiska koordinater
B=ax*+y% (33)
Motsvarande skalarfalt i plana polérkoordinater blir
B =r?*cos? 0+ r?sin? 0 = r?. (34)
Gradienten i Cartesiska koordinater blir

VB = 80,8+ §0,8 = 2(xd + yj). (35)




Medan i plana polarkoordinater blir den
- 1
VB =60, + =09 = 2ré,. (36)
r

Eftersom xZ + y§ = ré, ar det uppenbart att detta 4r samma vektor!

Exempel: Tentauppgift 2010-08-26: 1b

For vilka varden pa a, 3,7 har det tvadimensionella koordinatsystemet
med koordinater £ och 7, givna av

{=a" —y? (37)
n = ax® + fry + vy (38)
ortogonala basvektorer?

Losning. Vi kan konstruera basvektorer pa tva sétt:

5 or
® ¢c; X Bu;

e & X ﬁuz
Det forsta sdttet innebér att vi behover rdkna ut storheterna 83773 och é%yi’
dvs vi behover veta x = x(€, 1), y = y(&,n). Vi skulle behéva invertera det
givna koordinatsambandet.

Det andra séttet kréaver istéllet g—ﬁ och % (samt motsvarande for 7)
och detta blir enkelt med de givna koordinattransformationerna. Vi far

VE =222 — 2uj (39)
Vn = 20z + By)i + (Bz + 27)7 (40)

For att koordinatsystemet skall vara ortogonalt behover vi

PN N

éc-ey=0 =  VE-Vp=0. (41)
Fran uttrycken for dessa gradienter ovan far vi
vE- ﬁn = 2220z + By) — 2y(Bx + 2vy) = 4ax? — 4yy>. (42)

For att fa 65 . ﬁn = 0 maéste vi ha @« =y = 0, medan g ar godtyckligt.
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Exempel: Filtlinjer i kroklinjiga koordinater
L&t oss konstruera och rita faltlinjerna till en sa kallad virveltrad

~ J
F=—¢ 43
5p” (43)
som alltsd ar uttryckt i cylindriska koordinater. Notera att detta falt ar
singulért ldngs hela z-axeln vid p = 0, men vi kommer hir enbart att
betrakta p > 0.

Losning. Vi kan rita faltlinjerna pa tva séatt:

e Det forsta alternativet ar forstas att finna ett explicit uttryck for
faltlinjerna genom att formulera och 16sa differentialekvationerna.
Sedan kan vi definiera dessa kurvor som en funktion i Matlab (eller
Python) och rita upp dem explicit f6r nigra olika startpunkter.

e Det andra alternativt dr att utnyttja funktionen ’streamline’ i Matlab
(’streamplot i Python) och mata in vektorféltet pa ett rutnit av olika




koordinatpunkter. Notera dock att detta alternativ bygger pa att vi
transformerar till ett Cartesiskt koordinatsystem.

Vi bérjar med att konstruera féltlinjerna i cylindriska koordinater. Har

noterar vi att forskjutningsvektorn ges av dr' = dpp + pdpp + dzZ. Vi

tecknar nu ekvationen g—f =CF , med C' = 27 /J, pad komponentform

dp
— =0 = =
e p(7) = po;
dp 1 T
- = = ==
pdT p SD(T) p(Q) + o,
d
dij- =0 = z(7) = 2.

Ur detta ser man att filtlinjerna blir cirklar i zy-planet vid z = 2y och med
radie pg. De genomléps moturs eftersom vinkeln ¢ ckar med 6kande 7.

Vi kan teckna ekvationen for faltlinjerna i Cartesiska koordinater som
sambandet 22 + y? = pZ och rita upp dessa fér nigra olika val av pg. I
figuren nedan ér féltlinjerna ritade som funktioner y = ++/pg — z2 for
po=1,152253.

Streamplot, vortex field F = 2{;—;;'5?

Nu tittar vi pa det andra alternativet och anvénder tillgdnglig funktio-
nalitet i Matlab (eller Python). Hér krévs dock att vektorfaltets Cartesiska
komponenter rdknas ut. Fran transformationen mellan cylindriska och




Cartesiska koordinater ser vi direkt att

2 1,1 o .
—F =—-¢=—(—sinpd + cos ¢j) .
J p-p

My

Koordinaterna #r relaterade enligt p?> = 22 + 42 och cos¢ = 2/p, sinp =
y/p, vilket ger
2 = 1
s 1
J r2 + y?
I bade Matlab och Python kan vi skapa ett rutndt av x, y-koordinater
och tillhérande F,, F, komponenter som vi sedan ritar med ’streamline’
(’streamplot’ i Python). Se nedan fér kod och figur med Matlab:

(—yz + zg) .

% Make an z,y grid
[X,Y] = ndgrid(linspace(-2.5,2.5,100),linspace(-2.5,2.5,100));
R=sqrt(X. 2+Y.72);

/% Plot streamlines for corresponding vector field
v.x=-Y ./ R.72; / Note that -Y/R = -sin(phi)
v,y =X ./ R.72; J Note that X/R = cos(pht)

% In Matlab we have to provide start points for streamlines.
startl_y=-2.0:0.5:-0.5;

start_y=[startl_y, -startl_y];
start_x=[zeros(size(start_y))];

% Fine tuning might be needed to get a nice set of streamlines.
strm=streamline(X’, Y’, v_x’, v_y’, start_x, start_y,[0.01]);
set(strm, ’LineWidth’,2,’Color’,’k’)

hold on

/% Matlab streamlines have no arrows. Combine with quiver.

% Use fewer grid points to avoid too many arrows in the plot.
[Xc,Yc] = ndgrid(linspace(-3,3,10),linspace(-3,3,10));
Rc=sqrt (Xc. 2+Yc."2);

v_xc = - Yc ./ Rc.”2; J Note that -Y/R = -sin(phi)

v_yc = Xc ./ Rc.”2;  / Note that X/R = cos(pht)
qvr=quiver(Xc’, Yc’, v_xc’, v_yc’,’Color’,’k’);

xlabel(’x’)
ylabel(’y’)
x1im([-2.5,2.5])
ylim([-2.5,2.5])
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Och samma exempel med Python:

import
import
import

sys
numpy as np
matplotlib.pyplot as plt

w=23

Y, X = np.mgrid[-w:w:100j, -w:w:100j]

R = np.sqrt (X*x*2+Y**2)

U = -Y / Rx*2 # Note that -Y/R = -sin(phi)
V =X / R¥x2 # Note that X/R = cos(pht)
fig = plt.figure()

ax = fig.add_subplot(111)

strm = ax.streamplot(X, Y, U, V, linewidth=2)

ax.set_title(r’Streamplot, vortex field ’ +\
r’$\vec{F} = \frac{J}{2\pi\rho}\hat\varphi$’)

.set_xlabel (’$x$’)

ax.set_ylabel (’$y$’)

ax

ax.set_aspect(’equal’)

plt.savefig(’streamlines-vortex.png’)
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3. Integraler

Det mesta av detta material forutsitts vara kint fran kursen i flervariabelanalys.
Vi kommer att repetera

Linje- (kurv-) integraler.

tex. [, F . dF

eller [ ¢-ds

e cller ...

(integral Gver en sluten kurva betecknas §, F . dp)

Ytintegraler.
o t.ex. fsﬁ~d§
e eller ...

e (integral 6ver en sluten yta betecknas 550 F. dg')

dS = ndS
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Volymintegraler.
o [, Fav
o eller [, ¢pdV

Parametrisering

Integralerna kan i allménhet 16sas genom parametrisering.
Parametrisering av kurvintegraler: T.ex. ges en kurva C av 7(7) med

T € [11, T2]. D4 blir
= = o dr
/F-d?":/ F.—dr, (1)
C T1 dT

och efter att ha berdknat skaldrprodukten har vi en helt vanlig endimensionell
integral.

Kommentar

Léigg hdr méarke till att dr/dr ar en tangentvektor till kurvan C. I princip
finns det odndligt manga parametriseringar till kurvan C', och rent mate-
matiskt spelar det ingen roll vilken man véljer, fast vissa parametriseringar
ger snéllare rdkningar &n andral!

Ibland ar kurvan C' sluten, det vill sdga kurvans start- och slutpunkt sam-
manfaller.



I
=L

F(Tl) (7'1—|—T)

Man skriver da integralen som

72 F.dr. (2)

Det finns andra typer av linjeintegraler, till exempel

/ GdF, / ods (3)

dér ¢ &r ett skalart filt och ds = |d7]. Samt

/ F x dF, / Fds. (4)

Studera riakneexempel:
e Kurvintegral, cirkel 1

e Kurvintegral, cirkel 2

Konservativa falt
Om
f F-df =0 (5)
C

for varje sluten kurva C, sa sdges filtet F vara konservativt. For ett konservativt
falt F' galler att givet en fix startpunkt A och en fix slutpunkt B, si& beror

integralen
/ F.dr (6)
C

inte pa valet av kurvan C' mellan dessa punkter.

Bevis

Betrakta tva kurvor Cy och Cs mellan A och B. D4 kan vi skapa en sluten
kurva Cy genom att forst folja kurvan C7 fran A till B, och sedan kurvan
C5 bakldnges, det vill sdga i negativ riktning, tillbaka till A. Integralen




over Cy maste da vara 0, fast den integralen kan vi ocksa skriva som

?{ ﬁ~dF:/ F-dF—/ F.dr =0, (7)
CO Cl CQ

ty integralen byter tecken om vi foljer kurvan i fel riktning. Nu f6ljer det

att
/ﬁ~df’:/ Fedr (8)
Cl CQ

Exempel: Kurvintegral faltstyrka

Betrakta kurvintegralen [, A-di dir A= —V, dvs en filtstyrka.
o Det betyder att [, A-di = — [, V- dF.
e Kom ihig att V¢ - dFf = d¢.

o Alltsa fog-df’z _fcﬁf do = ¢1 — ¢o.

Dvs kurvintegralen av en filtstyrka ar oberoende av vigen C utan beror
bara pa potentialens virden i start- och slutpunkterna.

Parametrisering av ytintegraler: Precis som man kan berdkna linjeinte-
gralerna genom att parametrisera linjen ldngs vilken man integrerar kan man
berdkna ytintegralerna genom att parametrisera ytan ldngs med vilken man
integrerar. Skillnaden &r att genom att ytan &r tva-dimensionell s& behdver man
tva parametrar. Antag att ortsvektorerna for punkterna pa ytan kan skrivas som
7(v, w) dér v och w &r vara parametrar. Vi kan da bilda tva tangentvektorer till
ytan oF oF
7 7
% och 87'11) (9)
Forutsatt att dessa tangentvektorer inte ar parallella, annars maste vi finna en
ny parametrisering, kan vi bilda en normalvektor till ytan

or  or

3 X Ea (10)



dS = nadS = o >< —dudw

A
dar dr
n X v X dw
dr
dv
dar
dw

Analogt med hur vi tidigare uttryckte linjeintegralen med hjilp av var
parameter kan vi nu skriva ytintegralen som

/F ds = / — —dvdw (11)

dir dS = ndS = dv T dr dvdw &r ytan pa det parallellogram som spanns upp
av de tva tangentvektorerna. Normalvektorn uppfyller || = 1.

Jamfor gédrna denna parametrisering med vara tidigare uttryck for ytelement
1 kroklinjiga koordinater. Kan vi vélja ett koordinatsystem sa att det sokta
ytelementet ligger pa u1 -ytan s& bhr dS =dS, = ¢ hohsdusdug, vilket man t.ex.
ser fran dS) = 22 x 2T haduadus

Allmént skriver man ytmtegraler over en yta S (ofta anvinder man i de héar
sammanhangen S for att beteckna en yta) som

/S Fds. (12)

For att skilja dessa integraler fran andra ytintegraler, som emellanéat férekommer,
kallar man dem for normalytintegraler.

Studera rikneexempel:

e Cylinderyta

Kommentar

For resten av den hér kursen kommer det ofta att vara lampligt att pa
detta sitt beskriva arean av ett ytelement som en vektor. En komplikation
ar forstas att en yta i allménhet har tva motsatta normalvektorer, och man
maste dérfor ange vilken riktning som &r positiv. Ytterligare en komplika-
tion ar att det finns ytor for vilka man inte kan definiera normalvektorn pa
ett kontinuerligt satt 6ver hela ytan, till exempel Mobius-bandet. Vi skall




inte befatta oss med sadana ytor hér, utan begransa oss till orienterbara
ytor, ytor som har en insida och en utsida.

Om ytan S ar sluten sa skriver man

72 7.ds. (13)

For slutna ytor definierar man den positiva riktningen som den som ges av en
vektor som pekar ut fran den inneslutna volymen.
Det finns ocksé andra former av ytintegraler, vilka emellanat anviands:

/S ¢dS, (14)

dér ¢ ar en skaldr, och vi i detta fall inte betraktar S som en vektor.
/ $dS (15)
S
Skillnaden mot det forsta fallet &r att S héar behandlas som en vektor.
/ 7xdS (16)
s
dar ¥ ar en vektorviard funktion.

Parametrisering av volymintegraler. Det finns bara tva mojliga sétt att
volymintegrera ett filt. Med (det skaldra) volymelementet dV/

/V $dv, /V Fav. (17)

En parametrisering med (u, v, w) ger att volymselementet blir volymen av pa-
rallellepipeden med sidorna g—Zdu, %dv, g—;dw (som da maste vara linjért
oberoende). Denna volym ar

dV:f %X%

or _ or  or
ou

> ’ dudvdw. (18)
Integration med ortogonala kroklinjiga koordinater
Fran tidigare kapitel har vi
dr = élhldul + ézhgd’U,Q + é3h3dU3 (19)
Vidare ytelementet, t.ex. for en uj-yta (dvs i ugug-planet):

dSl = hghgd’dgdu;; (20)
d§1 = ié1h2h3d“2d’d3 (21)



vilket man t.ex. ser fran

- dr dr
a5, = 2« Y dugdus = 1 hohsdugdus (22)
dUQ dug
Volymelement:
dV = h1h2h3du1du2du?,. (23)

Med ett vektorfilt F som tecknas i det kroklinjiga koordinatsystemet F=
Flél —+ F2é2 + Fgég far vi t.ex.

Cl Cl
/ 1“: d§1 Z/ FlhghgdUQdU3 (25)
Sl Sl
/ Fdv = / Fhihshsdugdusdus, (26)
14 \%4

déar Cp ar en kurva ldngs u;-riktningen och S ar en ui-yta.

Riakneexempel: Linjeintegraler

Exempel: Kurvintegral cirkel 1

Beréikna integralen § ¢dr dir ¢ = ¢ (konstant) och kurvan C' beskriver en
cirkel i xy-planet med radie a och centrum i origo som genoml6éps medurs.

e Notera att svaret kommer att bli en vektor.

A

e Parametrisera kurvan (notera riktningen): 7(7) = z(7)% + y(7)§ =
asinwt® + acoswry med 7 € [0, 27 /w].

e Vi inkluderar konstanten w for att illustrera att det finns ett odndligt
antal parametriseringar och att svaret inte kan bero pa detta.

e Forskjutningsvektorn drf = i%dr + @% dr.

Den parametriserade kurvintegralen blir

27w
]{ ddi = ¢y f [faw coswT — fawsinwt]dr =0 (27)
c 0

Exempel: Kurvintegral cirkel 2

Berikna integralen fC ¢dr dir ¢ = ¢p (konstant) och kurvan C beskriver en
cirkel i xy-planet med radie a och centrum i origo som genomléps medurs.




e Notera att svaret kommer att bli en skalér.

e Lite eftertanke ger att svaret borde bli ¢g2ma, dvs den konstanta
potentialen ganger omkretsen pa cirkeln.

2
e Bigelementet blir dr = |dF] = \/(Zj)2 dr? + (ny) dr? = awdr

s

Den parametriserade kurvintegralen blir

27w
74 pds = (Z)Oawj{ dr = ¢o2ma (28)
C 0

Exempel: Kraft och arbete

En partikel ror sig ldngs en bana C, som ges av 7(t), under inverkan av
en kraft F'(7). Vi vill d& beridkna arbetet som kraften utévar pa partikeln.
Mellan punkterna 7 och 7+ d7’ s& ar arbetet

AW = F - d7. (29)
Vi kan da berdkna arbetet langs hela kurvan genom att berdkna integralen
W= / F - dr. (30)
c
Denna integral ar ett exempel pa en linjeintegral (kurvintegral). Vi kan

skriva a7
W:/ ﬁ.ldt:/Pdt, (31)
o at

dar P ar effekten.

Exempel: Konservativ kraft och arbete

En elektron ror sig ldngs banan y = % fran (0,0) till (L,L?/H) under
inverkan av en elektrostatisk kraft F = eFyy. Berdkna det arbete som
kraften utfor pa elektronen.

Losning 1:  Arbetet ges av integralen

/ eEoj - dF, (32)
C




déar C &ar den kurva som elektronen foljer. Vi kan nu anvdnda koordinaten
x for att parametrisera var kurva och skriver kurvan som 7(z) = (x,2%/H).

Da géller att
dr 2x
—=1(1,—=]. 33
dz ( ’ H) (33)

Vi kan nu berdkna arbetet ur

L - L 2
. o . dr 2z eEy ; 9L eEpL
/CeEoy~dr:/0 eE0y~£dx:/0 eEoﬁdx:?[x]o =

(34)

Losning 2: Elektrostatiska krafter dr konservativa, sa vi kan erséitta
kurvan med tva rita linjer, en C; som gar fran (0,0) till (L,0) och &r
parallell med z-axeln, och en kurva Cy som gar fran (L, 0) till (L, L?/H)
och ar parallell med y-axeln. Arbetet kan nu skrivas som

/ eEyf -dr = / eEyf - dr + / eEqyq - dr. (35)
C Cy Ca

Eftersom kraften 6verallt dr ortogonal mot kurvan C foljer att integralen
lings med C7 maste vara noll, sa det aterstar bara att berdkna

/ eEyf - dr = / eEyj - gdr = eEo/ dr. (36)
Cs Cs Cs

Den sista integralen ger nu lingden pa kurvan Cs, vilken dr L%/H, si
arbetet blir till slut

€E0L2
— (37)
Exempel: Parametriserad 3d-kurva
Beriikna integralen av i@ = (zy/a?, 2% /a?, x/a) lings med kurvan
x = (1+ta
y = 0 (38)
z = t%a
diar 0 <t < 3.
Vi berdknar da forst .
T
— =a(1,0,2t). 39
T a1,0,20 (39)




Vektorféltet uttryckt i ¢ ar
= ((14t)-0,t"1+t) = (0,t*,1+1¢). (40)

Skaldrprodukten mellan vektorerna &r

(0,t*,1+1¢) -a(1,0,2t) = a(2t + 2t?). (41)
Integralen blir
5 2t3]°
a/ (2t +2t°)dt =a {tQ + 3] =a(9+18) = 27a. (42)
0 0

Rikneexempel: Ytintegraler

Exempel: Flode genom yta

En vitska med densiteten p och hastigheten @ strommar parallellt genom
ett ror med tvérsnittsarean A. Flodet av vétska genom roret (det vill sédga
kg vitska som per sekund strommar genom roret ar da puA.

Vad hénder da om vétskans hastighet « beror pa avstandet r fran rorets
symmetriaxel? I sd fall far vi definiera en flodestéthet pu(r) sd att flodet
genom ett ytelement dS blir pu(r)dS. Om vi tar dS som en ring med
centrum i symmetriaxeln och med en tjocklek dr sa ar dA = 2nrdr och
det totala flodet genom roret blir

/ pu(r)ds = /0 * ur)2mrdr, (43)

dér R ar rorets radie.

For att nu ytterligare komplicera det hela och verkligen blanda in
vektorerna sa antar vi att vitskan strommar genom en tvirsnittsarea dS,
vilken inte &r vinkelrdt mot vétskans stromningshastighet «. Vi antar att
vinkeln mellan normalvektorn # till ytan dS och véitskans hastighet 4 ar 6.
D4 blir flodet genom ytan dS

pudS cos 6. (44)

Om vi nu véljer att definiera en vektor ds for ett ytelement med storleken
dS och riktningen 77, sa ser vi att vi kan skriva flodet som

pii - dS, (45)

dar pd kan kallas for en massflodestathet (jamfor med en stromtéthet for
flode av elektrisk laddning).

10




Vi kan nu skriva vitskeflodet genom en godtycklig yta A som

/pﬂ'~d§,
A

vilket ar ett typiskt exempel pa en ytintegral.

(46)

Exempel: Cylinderyta

Beriikna ytintegralen av filtet @ = (z, 2z, —y) 6ver cylinderytan z? +y% = 1
mellan z = 0 och z = 1 med normalen pekandes bort fran z-axeln. Vi kan
da beskriva punkterna pa ytan genom deras z-koordinat och vinkeln ¢ som
ortsvektorn bildar med Z-vektorn. Det vill sdga 7 = (cos ¢, sin ¢, z), och

tangentvektorerna blir

g—; = (—sin g, cos ¢, 0)
och o
7
5. =(0,0,1).
Ytelementet blir
-~ or or .
ds = % X Edapdz = (cos p, sin @, 0) depdz.

Vi kan sedan berdkna integralen som
. 1 27
/ w-dS = / / (cosp, z, —sin ) - (cos @, sin ¢, 0) dpdz
s o Jo

1 2m
= / / (cos,2 @+ zsin gp) dpdz
o Jo

1 27 1 1
:/ / <+cos2<p+zsin<p)d<pdz
1

2m

(47)

11 !
= / [4,0 + —sin2¢p — z cos 4 dz = / mdz=7.  (50)
o 12774 o

0

Alternativ. Integrationsytan motsvarar en p-yta i cylindriska koordina-

ter. Detta ger direkt att

dS = phyh.dedz = {h, = 1,h, = p = 1} = pdepdz.

11

(51)




Skaldrprodukten @-dS = (x2-p+29-p—y2-p)dedz = (cos? p+zsin p)dedz,
vilket leder till samma integral som ovan.
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4. Integralsatser

Minnesregel for strukturen pa alla integralsatser

/V (derivata av filt) = / (falt) (1)

(0V)p-1

Enkelt exempel: integration av funktion av en variabel:

b
| e =tr@l = 10 s )

Randen av den endimensionella volymen [a,b] 4r de tva punkterna a och b, s
tolkningen av hogerledet i det schematiska uttrycket ovan blir en summa over
dessa tva punkter.

Gauss sats

Man kan alltid berdkna integraler enligt metoderna pé forra foreldsningen, men
i vissa fall kan man tillimpa integralsatser som forenklar berdkningarna.
Ett viktigt exempel pa en sadan sats ar Gauss sats.

Sats:

Antag att F &r ett kontinuerligt deriverbart vektorfalt deﬁniera_‘g i en volym
V.0V =S ar den slutna ytan som bildar randen till V' och dS = 7dS dar
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7 ar den utatriktade enhetsnormalen. Da géller att

/?-ﬁdV:f F.dS. (3)
v av
Kvantiteten OF OF 9F

v F= %42y z

v ox + y 0z (4)

kallar vi for divergensen av F. Om man ténker sig att F &r hastigheten for en
vétska, sd kan man se divergensen av Fien punkt som ett matt pa hur mycket
vatska som strommar ut fran den punkten.

Lagg marke till att volymen V' i Gauss sats méaste vara sammanhéngande,
men att det inte &r nddvindigt att S &r sammanhédngande. S kan mycket vil
besta av ett dndligt antal var for sig glatta ytsegment, sa ldnge som de bara
tillsammans bildar en sluten yta. Vidare kommer vi tills vidare att begransa oss
till "hyfsat snéllafélt. Mer om detta lingre fram i kursen.

En fysikalisk tolkning av Gauss sats dr att hogerledet representerar flodet ut
genom en yta S och att vinsterledet representerar nirvaror av kéllor till detta
flode innanfor ytan. Integranden V - F kallas ocksa for killtithet.

Exempel: Gauss sats (tentamen 2011-08-25 variant)

Berdkna normalytintegralen
/ FdS, (5)
s

dir F = —Fyz2/a och S &r ytan 22 + 32 = (z — 4a)? och 0 < z < 4a med
normalen snett uppét (alltsa positiv z-komponent).
Losning:

e Bestdm utseendet pa ytan S och rita en tydlig figur.

e Undersdk filtet F. Singulariteter? Berdkna V.F.

e Slut ytan S. Undvik singulariteter inuti den inneslutna volymen.

e Teckna Gauss sats och berikna integralen.

e Har normalen rétt riktning?

Var ytan ar en kon med spetsen i z = 4a och en 6ppning nedat. Den &r alltsa
inte sluten! Féltet 4r utan singulariteter och divergensen ar V-F=—F, /a.

Vi kan sluta ytan genom att lagga till en bottenplatta, S.—g, i zy-planet.
Detta blir en cirkelskiva med z = 0 och radie 4a. Normalvektorn blir —2




for at peka ut fran den inneslutna volymen. Pa den slutna ytan S + S,—¢
kan vi sedan tillaimpa Gauss sats

- S F 1
j'{ F.dS = / V-Fav = -2 [ av = -2 x(4a)*4a.  (6)
S+S.-0 1% a Jv a3

Vi kan nu separat berdkna
/ F-dS =0, (7)
Sz=o0

eftersom F =0 d& z = 0. Slutligen har vi alltsa

L. o4
/ Foag=-%"p a2 (8)
. 3

Kontinuitetsekvationen

Téank oss ett fall med en strommande fluid dir vi antar att den totala massan ar
bevarad.

e Densitetsfalt p(7,t)
e Hastighetsfilt (7, t)
o Massflodestéthet j(7,t) = p(F, t)T(7, t)

Definiera en yta dS med normalriktning n. Da blir ; fi = massa/tidsenhet -
areaenhet genom ytan.
Inne i en volym V finns massan my = fV pdV. Vi kan rékna ut dd% pa tva

satt:

S s L dmy op
e Fran integralen ovan: o= v FdV.

e Hur mycket massa flédar in i volymen per tidsenhet

dmy _ _ {det som flédar ut} = f/ j-ds
dt v
= {Gauss sats} = 7/ V.- jav 9)
1%

Sammantaget sa innebdr det att fv (% +V 5) dV = 0 for alla volymer V.

Dérfor far vi kontinuitetsekvationen (som uttrycker en storhets bevarande)

D

S+v-j=o. (10)



Stokes sats

Forst given pa skrivningen f6r Smith’s priset i februari 1854 i Cambridge. (Bésta
student J. C. Maxwell).

.
Sats:

Den slutna kurvan C' dr randen till ytan S. Dé géller for ett kontinuerligt
deriverbart vektorfilt F' pa S att

/S(Wﬁ).dg: ) Fear (11)

déir &S = C ér randen till S och dS = AdS. Normalriktningen (72) och
randens riktning (C') ar orienterade enligt hogerhandsregeln.

En viktig observation dr att man kan vélja olika ytor S som alla har samma
rand. Integralen i vénsterledet ar alltsd oberoende av vilken man véljer. Tag tva
ytor S; och S5 med samma rand. Genom att sdtta samman dem, och vinda
riktning pa normalen till den ena far vi en sluten yta S med 0S5 = (). Vi har

alltsd ji(ﬁ Y F).df - (/S _/S) (V x F).dS = 0. (12)

Eftersom ytan &r sluten kan vi anvinda Gauss sats, som séger att detta skall
vara lika med [, V- (V x F)dV dir 8V = S. Integranden hir ér identiskt noll.
Sa vansterledets i Stokes sats oberoende av vilken yta man véljer kan via Gauss
sats ses som en konsekvens av identiteten

—

V- (VxF)=0. (13)

Inifinitesimala volymer och ytor: uttryck for divergens och
rotation

Vi kan anvinda Gauss och Stokes satser pa inifinitesimala volymer och ytor for
att finna koordinatoberoende definition av divergens och rotation pa ett falt.

Divergens i kroklinjiga koordinater. Med hjilp av ytintegralen kan vi
konstruera en koordinatoberoende definition av divergensen i punkten P (ujugus).
Betrakta en volym 0V runt P, som &r sa liten att V - F kan betraktas som
konstant, och anvind Gauss sats

| Lo
V‘F_QVHEOW/WV‘MV =
1 L

= lim — F.d 14
5\}r£0 1% a(sV) 57 ( )



e 0(0V) ar den infinitesimala volymens begrénsningsyta.
e Dessa begransningsytor véljs som koordinatytor for uq, us, us
o Viskriver F = F1&; + Fyéy + F3é3.

Betrakta forst integralen éver u-ytorna. Storleken pa ytelementet bhr h2 hsdusdus
och riktningen blir +é; och —é; pa de tva sidorna. Produkten F - dS kommer
didrmed ha storleken (Fjhohg)dusdus och vi far inte glomma att storheterna
inom parantesen kan ha ett u;-beroende

/ F.dS = ((F1h2h3)u1+du1/2 - (FthhS)ulfdul/Q)du2du3
u1 —ytorna

_ O(Fihahs)

au1 duldu2du;3. (15)
Eftersom volymen §V = hjhohszdu;dusdug blir det totalt
S . duidusdus 0 0 0
F = F —(F: —(F:
v 5\/1'210 hlhzhgduldUQdU3 <8u1( 1h2h3) + (9 ( 2h1h3) * 8 ( 3h1h2)
1 hihohs
= — F;|. 1

Exempel: sfiariska koordinater

o skalfaktorer h, =1, hg =r, hy, = rsind

e Ett vektorfilt F = F.é, + Fyég + F,é,
Divergensen blir

- o 1 0] 0 . 0

V-F= e (8 (r?sinfF,) + 50 (rsm@Fg)—i—&O(rFl’o))
10 10 1 OF,
T r2or (r F)+rsin9%(smgF0)+rsin9 op (a7)

Rotation i kroklinjiga koordinater. Med hjilp av en kurvintegral kan vi
konstruera en koordinatoberoende definition av rotationen. For ett infinitesimalt
litet ytelement dS = ndS har vi

ey -
n(VXF)—£§ﬁ§ VxF.-d§ =

—

- 6%911,30 E 8(88) I dr7 (18)

dar 05 ér ett litet ytelement med normalen 7 och uttrycket ovan alltsd ger
komponenten av VxF langs enhetsvektorn 7.



ui-yta.

Randen 9(6S) utgors dé av koordinatlinjerna for ug och ug.

Lagg ihop de fyra bidragen och dela med 6S = hahzdusdus.
e Upprepa detta for us och uz komponenterna.

Slutresultatet blir

L 1 hlaél hgaéz h%ég,
VX I == h1h2h3 Ouq Ousg Ous
hiFy  haly h3lF3

Laplaceoperatorn i kroklinjiga koordinater.

Vi far (exempelvis) u;-komponenten av VxF genom att lata S vara en

(19)

Slutligen kan kan man an-

vanda uttrycken for gradient och divergens for att fa Laplaceoperatorn pa en

skaldr i kroklinjiga koordinater:

3
- 1 0 ([ hihohs 0¢
Ad =V . - - — — . 20
Exempel (Gauss sats): Tentamen 2003-08-18
Berdkna integralen
/ F.dS, (21)
s
dar S ar ytan
2+ +22=ad? 2z2>0, (22)
och filtet F ges av
— FO
F = = (ax, ay, x> + y2) . (23)
a och Fy ar konstanter.
Losning:
Vi konstaterar forst att ytan
Py +22=a, >0 (24)
ar en halvsﬁér med radien a.
Féltet F' ar reguljart overallt, och det har divergensen
- - FO 8 8 2 2 FO FO
\Y = (ax(am)+3y(ay)+az(w +y’) ) = 3 (a+a)=2—
(25)




Allt vi behover gora for att kunna tillampa Gauss sats ar darfor att
sluta ytan genom att ldgga till en bottenyta .S; med normalen —Z, samtidigt
som vi sdtter normalen till S till é.. Gauss sats ger oss nu att

L L L L. F,
}z{ F-dS:/F-dS+/ F-dS:/V~FdV:/2—OdV
S+S1 S S1 v v a

- QFO 271'0,3 o 47TF0G2
~"a 3 3

(26)

Vi 6vergar nu till att berdkna integralen Gver Sy:

S q F
/F~dS:/ F-(fé)dS:/ —= (2* +4?) ds. (27)
Sl Sl Sl a

Det &r nu praktiskt att skriva om integralen pa cylinderkoordinater

= 2 F / /2” ) Fo [p*]" nFya®
F.dS =-—-—— dpdp = 27— | —| =— . (28
/Sl 2 ), ) Pedede 2|1, 5 (28)

Vi kan nu fa fram ett virde péd var sokta integral

2 2 2
/ﬁ-dsz ﬁ-ds—/ F.qg = drfoa +7TFoa _ UnkFoa
s 5+ S 3 2 6

Exempel (Stokes sats): Tentamen 2003-08-18

Berikna integralen
]{ F . d7, (30)
c
dér kurvan C' ges av skirningen mellan ytorna
r?sin® 0 (4 cos® p + sin® ¢) = 4a?, (31)

och
z=0. (32)

Kurvan omsluts i moturs riktning sett ovanifrdn (dvs hégerorienterad
relativt z-axeln). Vidare ges faltet F av

F=F, [(E + T in%fsin 2<p) 7+ (ﬂ cot 6 + L sin26sin 290) ég — " in @ sin? cpé%,} .
r  2a r 4a a

(33)
Fy och a ar konstanter.




Losning: Strategi:
e Bestdm kurvan C och rita en tydlig figur
e Undersok filtet F, singulariteter? Rédkna ut VxF , singulariteter?

e Slut kurvan C och bestam ytan S (ofta flera méjligheter). Undvik
singulariteter pa ytan.

e Teckna Stokes sats och berdkna de integraler som upptrader

e Kontrollera en gang till att delkurvorna och ytan S har konsistenta
riktningar.

Vi foljer 16sningsstrategin
e Bestdm kurvan C och rita en tydlig figur
Formen pa denna kurva tolkas kanske enklast i kartesiska koordinater

x =rsinfcosy
y=rsinfsiny (34)
z=rcosf

Vi borjar alltsa med att skriva om
r?sin? 0 (4 cos® p + sin® ) = 4a’ (35)
i kartesiska koordinater
4z% +y? = 4a?, (36)

vilket &r mantelytan till en elliptisk cylinder med halvaxlarna a och 2a.
Skédrningen med z = 0 planet blir da en ellips i zy-planet med mittpunkt i
origo och med halvaxlarna a och 2a.

e Undersdk filtet F, singulariteter? Réakna ut VxF , singulariteter?

Vi skriver om filtet genom att gruppera termerna enligt gemensam pre-
faktor. Sedan noterar vi att de tva termerna blir véldigt enkla om de
uttrycks i varsitt koordinatsystem

—

F

Ey [(2 + T Gin%@sin 2<p) ér + (ﬂ cot 0 + L sin26sin 24,0) ép — " sin @ sin? <pé<p]
r  2a r 4a a

I
=

L g (sin@é, + cosféy) + 2 sin 0 sin @ (sin 0 cos pé,. + cos 0 cos pég — sin goév,)}

a., Y.
= FO <p€p -+ ax) . (37)

Dér vi alltsa har anvént att projektionen i xy-planet r p = rsin och att
é, = sin0é, + coség och & = cos pé, — sin pé,,.




Notera att vi har skrivit F = ﬁl + ﬁg dér vi uttryckt de tva termerna
i olika koordinatsystem. Den forsta termen &ar uttryckt i ett cylindriskt
koordinatsystem och den andra i ett kartesiskt.
Vi konstaterar nu att F &r singulir for p = 0 (genom Fi-termen).
Sedan berdknar vi rotationen. Det &r inget problem att vi har skrivit
vektorn som summan av tvd termer eftersom V x (ﬁl —I—Fé) = Vx ﬁl +V x F,.
Kom bara ihag att anvinda ratt uttryck for rotationsoperatorn far de olika
koordinatsystemen.
> 23 5 N = N 9 Y\ »
VxF =V x (B, + Fd) = 04V x Fod = =5 (Foa) =20 (38)
Vi noterar att denna ej beror pa p och ej ar singuldr. Faktum &r att det
var ganska uppenbart att den forsta termen skulle ha noll rotation (skissa
géarna faltlinjerna).

e Slut kurvan C och bestam ytan S (ofta flera méjligheter). Undvik
singulariteter pa ytan.

Kurvan C' omsluter redan en yta, men singulariteten gor det svart att
applicera Stokes sats. Notera att det faktum att singulariteten sitter lings
hela z-axeln (en sk linjesingularitet) gor det omdjligt att konstruera en yta
utan singularitet med bara C' som rand.

Istéllet infor vi en inre rand for att kunna anvinda Stokes sats. Omge
z-axeln med en liten cirkel, C. med radien e. Ligg marke till att medan vi
foljer C' i moturs riktning, sd maste vi folja C¢ i medurs riktning.
Kommentar 1: Hogerhandsregeln. Sta pa ytan med tummen upp i
normalens riktning och titta pa randen. Fingrarna ger riktningen.

e Teckna Stokes sats och berdkna de integraler som upptriader
Stokes sats ger oss att

fﬁ.dﬂ?{ ﬁ~dF:/ ¥V x FdS, (39)
C C, Se

€

dar S. ar en yta som har C och C; till rand. Denna yta har normalvektorn
2. I grdnsen € — 0 kommer S, — S.
Ytintegralen, i grédnsen € — 0, blir da

lim [ ¥ x Foa§= L0 / ds = —&W(a)@a) = —2nFpa.  (40)
e—0 S. a S a

For att rdkna ut integralen 6ver C¢ parametriserar vi kurvan med vinkeln
. Eftersom vi skall gd moturs ldngs en cirkel med radien € inser vi att




dr = —eé, dyp sa att integralen blir

27
/ F.df = / Ey <aép + yi) - (—8é,) edy
C. 0 P a

27 .
:Fo/ P Ginpdp —+0 di e—0. (41
0 a

Alltsa foljer det att

/ F.dr = / F.dF = —2rFya. (42)
C C+C.

e Kontrollera en gang till att delkurvorna och ytan S har konsistenta
riktningar. Det ar dven en god idé att kontrollera enheten som skall
vara enheten pa Fj ganger lingd (eftersom vi utfort en kurvintegral).

Ytterligare rakneproblem

Exempel: Ytintegral med 6ppning

Berikna integralen

/ F.d§. (43)
S

dir F = Fy/a(x2 + yg) och S ar ytan 2a — /22 —y?2 =z 0och 0 < 2z < 2a
med normalen snett uppat (alltsa posmv z-komponent).

Vi kan dé bérja med att beriikna V - F = 2F /a. Eftersom divergensen
har ett sé enkelt uttryck ar det lockande att anvinda Gauss sats, men ytan
S &r en kon med spetsen i z = 2a och 6ppningen nedat; den ar alltsa inte
en sluten yta. Vi kan dock sluta den genom att liagga till en cirkelskiva,
Se i zy-planet med radien 2a och normalvektorn —Z. P4 den slutna ytan
S + S. kan vi sedan tillampa Gauss sats

7{ ﬁ-dﬁ:/ﬁ-ﬁdv 2F°/dv (44)
S+8S. v a Jv

Volymen av konen &r
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och alltsa blir integralen

L o 2Fy8ma® 16mFya?
7{ F.qf==02"0 _ 2700 (46)
S+8S. a 3 3
Vi kan nu separat berdkna
/ F-dS, (47)
Se
men har lagger vi marke till att F saknar en z-komponent, sa F.z= 0,
och integralen &ver S¢ blir ocksa noll. Slutligen har vi alltsa
L = 167Fya®
/ F-dS = Loa. (48)
g 3
Exempel: kurvintegral langs komplicerad ellips
Kommentar 2: PLK Kap. 2.5 Uppg. 3: Berdkna integralen
f F.ar, (49)
r
dar .
F=[z—a(y+2)]2+ > —az)g+[z"—alz+y)] 2 (50)

och I' &r den kurva som utgor skdrningen mellan cylindern
(a:—a)2—|—y2 =a?, 2>0,

och sfaren
22 +y*+2°2=R? R>2a,

dér a ar en konstant med dimensionen ldngd.

(51)

(52)

Losning: Vi kan forst konstatera att skdrningen mellan cylinder och sfér
dr en ellips vars exakta form &r nagot komplicerad att faststélla. Eftersom
kurvan I' 4r en sluten kurva ar det lockande att anvdnda Stokes sats, s& vi

berdknar rotationen

z 9 2

= nl 9 9 o)
?—aly+z) y>—az 22—a(x+y)

=(—a+a)i+(—a+a)j+a2=aZ.
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Alltsa #r rotationen av E en rent vertikal vektor.
Vi kan nu anvianda Stokes sats

fﬁ-df:/ﬁxﬁ-dﬁ. (54)
r s
Lagg marke till att ytan skall orienteras s& att den foljer hogerhandsregeln.

Detta betyder att om vi foljer kurvan I' moturs sa skall normalen 7 till .S
peka uppat.

/ﬁxﬁ-dﬁ:/az-ﬁdsza/z:-ﬁds. (55)
S S S

Skaldrprodukten i den sista integralen betyder att vi projicerar ner arean
S pa ett plan vinkelrdt mot Z, det vill sdga pa xy-planet. I detta planet &r
skarningen cylinderns tvérsnittsyta, en cirkel med radien a, och integralen
blir cirkelarean ma?. Alltsé blir integralen till slut

}1{ F . dF = ara® = md®. (56)
r

Exempel: kurvintegral for ett kraftfalt

Kommentar 3: PLK Kap. 2.5, Uppg. 2: En partikel paverkas av kraft-

faltet - Y Tz x T Tz

F:FO[(—+sin—>i‘+—z}+—cos—2}. (57)
a a a a a

Vilket arbete utrattar faltet da partikeln ror sig i positiv riktning kring

den cirkel som ges av skidrningen mellan

2+ + 2% = a? (58)

och
x =27 (59)

Losning: For att fa ut arbetet behover vi berdkna integralen

7{1 7ds. (60)

Vi borjar med att bestimma skirningskurvan C. 2 + y? + 22 = a2 ar

en sfar med radien a och centrum i origo, medan x = z ar ett plan med

normalvektorn 1
n=— 71,0,1 . 61
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Skéarningen mellan de bada ytorna blir en cirkel med radien a. Den mot-
svarande cirkelskivan har ocksa normalvektorn 7. Med det val som vi har
gjort av normalvektorn, sa géller Stokes sats om partikeln ror sig moturs
langs cirkeln.

Vi berdknar nu rotationen

z U Z
7 x Fo— 0 0 0
VX F=F y Ox Oy 0z
4 xr sy Tz
T TsmY G G e0sTy
. T Tz T 2\ . 1 @\ . 1—m
:0x—l—F0(fcos——f s—)y—&—Fo - ——|2=F, z
a a a a

Stokes sats ger oss sedan
= 1—71' 1 1—m
F-dr VxF-dS= /F —(-1,0,1)dS = F/dS
f = / PR A Vaa " Js
1_77 o2 T(l-ma
F—iF, 63
- Vol (63)

vilket ar svaret.

Exempel: Ytintegral halvcylinder

Kommentar 4: PLK Kap. 2.4, Uppg. 7: L&t S vara ytan y? + 22 =
1,—-1 <z <1,z > 0 med normalvektor riktad uppat. Berdkna

/ F.d§. (64)
S

dir F = (x,nyzQ,nyQz).

Lésning: Ytan S &r en den 6vre halvan av en cylinder med z-axeln som
symmetriaxel. For att tillimpa Gauss sats behover vi sluta denna yta, vilket
vi kan gora genom att lagga till tva halvcirklar, S; och S5 vid £ = 1 och
x = —1, samt en bottenyta, So. Normalvektorn till dessa ytor skall véljas
som en kontinuerlig fortsdttning av normalvektorn pa S. Detta innebéar
att S7 och S3 far normalvektorerna Z och —2, samt att normalvektorn till
So blir —Z. Vi ser nu att normalvektorn 6verallt pekar ut fran den volym
som innesluts av S, S1, Se och S3, vilket &r vad som kravs for att vi skall
kunna anvinda Gauss sats.
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Vi kan nu berdkna divergensen
Jdx 0

. 9
VoF = Gotg, (BP0 4 g (@37) = ka2 by = 10t (65)

dér vi har infért p? = 32 + 22. Vi infér alltsd en form av cylindriska
koordinater som utgér fran z-axeln istéllet for som vanligt frén z-axeln. Vi
kan nu berdkna volymsintegralen

1 1 ™
/ V. Fav :/ dV+/ / / z2p*dppdpde. (66)
v 1% -1Jo Jo

Ténk hér pa att vi bara integrerar 6ver en halvcylinder, sa att integrationsin-
tervallet for ¢ gar fran 0 till 7. Den forsta integralen dr bara halvcylindersn
volym, s nu far vi

. 1 231 [p4t 1 1\1 7n
'Fd :72 —_— —_— = — — _ = —
/VV Vv 27T+7T|:3:|_1|:4:|0 7r—|—77<3+3>4 e (67)

Vi far nu ta hand om de enskilda begransningsytorna.

/ﬁ-dﬁ: zdS= [ ds="T, (68)
S1 S1 S1 2

eftersom x = 1 pa S;. P4 samma sétt far vi pa Ss

/ F-dS= [ —zds=1I, (69)
53 S3 2
da x = —1 pa Ss. Slutligen sa finner vi att pa Sy sa ar
/ F.dS = —2%y?2dS = 0, (70)
Sz SQ

ty z =0 pa Ss.
Om vi stéller samman dessa utrdkningar har vi

/ﬁ.d§+/ F.dS+ ﬁ-d§+/ ﬁ-dgz/ﬁ-ﬁdv, (71)
S S1 S S3 \%

och om vi hér 16ser ut integralen 6ver S samt sdtter in virdena for de
enskilda integralerna far vi

/ﬁ.d§:7i_ﬁ_ﬁ:£ (72)
s
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Kommentar: For att ytintegralen skall vara definierad méste en yta
vara orienterbar, det vill sdga de skall ga att kontinuerligt transportera
normalvektorn fran en del av ytan till en annan. Det finns exempel pa ytor
som inte ar orienterbara, till exempel Mo6bius-band, och fér sadana ytor
kan man inte definiera en ytintegral.

Exempel: Ytintegral med koordinatbyte

Berédkna ytintegralen
7{ (a®% + ayg + 2%2) - dS (73)
S

éver den slutna ytan S: 22 +y2 + 22 = 2az.
Lésning: Vi borjar med att studera ytan S. Den kan skrivas om som

x? + % + 2% — 20z = 0. (74)
Efter kvadratkomplettering har vi
22+ + (z—a)’ =d> (75)

Detta &ar en sfar med radien a och centrum i (0,0, a). Lagg mérke till att
eftersom ytan redan ar sluten, sa rader det inte nagon tvekan om hur
normalvektorn ar riktad. Konventionen séger oss att normalvektorn for en
sluten yta alltid pekar ut fran den inneslutna volymen.

I och med att vi redan har en sluten yta, s& ar det lockande att anvinda
Gauss sats, och darfor berdknar vi divergensen

V- (a2 + ayj) + 2°2) = a + 2. (76)

Innan vi tar itu med volymsintegralen byter vi z-koordinaten till 2’ = z —a,
s& att sfidren i de nya koordinaterna far sitt centrum i origo. I dessa
koordinater blir divergensen 3a + 2z’. Enligt Gauss sats blir var ytintegral
nu

7{ (a®% + ayy + 2°2) -dS = / (3a +2z")dV. (77)
s

’

Vi byter nu till sfiriska koordinater
2m ™ a a -
/ / / (3a + 27 cos §) 72 sin Odrdfdy = 27r/ [—3ar? cos 6 + r® sin® ] o dr
o Jo Jo 0

0
(78)

= 27r/ 6ar?dr = 21 [2ar3]a = 4rat,
0
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l vilket ar viardet pa var ursprungliga ytintegral.
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5. Indexnotation

Precis som vi har rdkneregler for derivatorer, sa kan vi hérleda rékneregler for
vara differentialoperatorer. Det &r da viktigt att komma ihag att félten pa de
bada sidorna av likhetstecknet skall vara av samma typ, det vill sdga om vi har
ett skalart falt till vinster om likhetstecknet skall vi ha ett skalart falt till hoger
om likhetstecknet, och om vi har ett vektorfalt till vinster om likhetstecknet
skall ocksa féltet till hoger vara ett vektorfilt. P& s& sétt kan man resonera sig
fram till nagra av réknereglerna.

Gradient, divergens och rotation av en produkt av falt
For vanliga funktioner f och g géller att

4 (rpy 4 o

9=t (1)

Om vi istéllet betraktar V(fg), dir f och g ér skalira falt, ser vi att det
resulterande filtet skall vara ett vektorfilt, och att vi maste derivera ett av falten
at gangen. Om vi tar gradienten av ett skaldrt falt, sa far vi ett vektorfilt och
om vi sedan multiplicerar med ytterligare ett skaldrt falt, sa har vi fortfarande
ett vektorfilt, alltsd bor réknereglen

V(f9)=IVg+gVf (2)
gélla. Pa liknande séatt kan vi resonera oss fram till
V- (f@)=Vf-i+fV- 1, (3)

och


http://fy.chalmers.se/subatom/tsp/

Mer komplexa samband ar dock svarare att resonera sig fram till. Detta
géiller &iven kombinationer av flera vektoroperatorer. Vad blir t.ex. V x (6 X /Y)7
I princip kan man visa dem genom att skriva ut ekvationerna komponentvis,
men en effektivare metod ar att anvdnda indexnotation. Indexnotationen ar ett
effektivt verktyg i stora delar av den teoretiska fysiken.

Indexnotation

Vektorn A &r densamma i alla koordinatsystem, Cartesiska savil som kroklinjiga.
I ndgon given bas kan dess komponenter skrivas ut: A = E?Zl A;é;.

e Vi kommer nu att betrakta A; som komponenterna till A i ett Cartesiskt
koordinatsystem.

e Detta kan verka som en begransning, men kommer faktiskt att ge oss en
valdigt kraftfull formalism.

e Vi kommer alltsd att skriva vektorn A som A;, vilket vi kan tolka som en
lista dver komponenterna, {A;}2_;.

o Indexet ¢ kallas ett fritt index, eftersom det kan ta virdena ¢ = 1,2,3

Produkter av vektorer. Skaldrprodukten av tva vektorer Aoch B ar A-
B = Ele A;B;. For att gora notationen mer kompakt infor vi nu Finsteins
summationskonvention, som séger att summation dr underforstadd sa snart ett
index féorekommer tva ganger. Med dessa skrivregler har vi da

A-B=AB,; (5)

Kommentar

Att vi skriver lagre index har ingen betydelse, om man vill kan man t.ex.
skriva A; B'. Forst nir man sysslar med vektorer /tensorer i icke-Cartesiska
system behover man gora atskillnad pa index uppe och nere. Detta géller
t.ex. i speciell relativitetsteori.

Det héar uttrycket for skalarprodukten géller i godtyckligt antal dimensioner.
Resultatet av skaldrprodukten &r forstas en skaldr. Indexen i ovan ar inte fria
index, utan summationsindex, eller kontraherade index.

Exempel: matris-vektor-multiplikation

En matris representeras av sina matriselement (precis som enhetsmatrisen
ovan). Det forsta indexet ar rad- och det andra kolumnindex. Matris-vektor-




multiplikationen M kan skrivas med indexnotation

[M], = M;jv; (6)

Enhetsmatrisen. Vi har redan sett Kroneckers delta, d;;, som definieras av

_JL i=y
% = {07 i ()
(notera att detta helt enkelt 4r matriselementen av enhetsmatrisen).
Betrakta uttrycket 0;;4;. Har ar indexet j repeterat och darfor ett sum-
mationsindex, och uttrycket skall utldsas Z?:1 0;;A; = A;, dvs. helt enkelt

multiplikation av vektorn A med enhetsmatrisen.

Kommentar

Notera att Kroneckers delta leder till att ett summationsindex “elimineras”;
den plockar ut en term ur summan.

Exempel: matris-matris-multiplikation och spar av en matris

Matrismultiplikation MIN = P skrivs som M;;Ny; = P;;. Sparet av en
matris, dvs. summan av diagonalelementen ar trM = M;;.

Kryssprodukt. Lat Ax B=0C. Komponentvis géller C; = A3 B3 — A3Bs,
och de andra komponenterna ges av cykliska permutationer av indexen. Vi infor
nu objektet ;;, som definieras av

1, ijk jdmn permutation av 123,
€ijk = § —1, 17k udda permutation av 123, (8)
0, annars, dvs. om minst tva index tar samma vérde.

€45k kallas “e-tensorn”, eller Levi-Civita-tensorn.

Kommentar

Vi har inte riktigt definierat vad en tensor dr &nnu. Det kommer senare,
och &r inte speciellt dramatiskt. For tillfillet kan vi bara tdnka pa det
som ett objekt som har ett antal index, alltsa en naturlig generalisering av
vektor- och matrisbegreppen.




Definitionen goér att €;;; har egenskapen att den byter tecken om man
byter plats pa tva index, vilka som helst. Man sdger att den &r fullstdndigt
antisymmetrisk.

Eftersom ¢;;;, har tre index, kan vi kontrahera tva av dem med index péd
vektorer, och alltsa bilda C; = €;;,A4;B). Med hjélp av definitionen kan vi rdkna
ut t.ex. Cy (vi sétter 4 = 1 och summerar 6ver j, k):

i J k €ijk  term

1 2 3 +1  AyBj )
1 3 2 -1 —A3By

1 alla andra 0 0

och vi far resultatet C7 = As B3y — A3Bs, dvs. samma som forsta komponenten
av A x B. Detsamma géller de andra komponenterna. Kryssprodukten skrivs

alltsa L
[A x B]; = €A} By. (10)

Kryssprodukten ar specifik for tre dimensioner, just fér att e-tensorn har tre
index i tre dimensioner. Motsvarande objekt i D dimensioner har D index:

Eiyig..ip -
Produkter av flera vektorer
Lat oss studera foljande vektorprodukt
A x (E X 5) (11)

vilket blir en vektor. Denna skrivs med indexnotation

[A' X (5 X 6)}1 = €ijk Aj€limBiCm = €ijk€kimA; BiCh,. (12)
Lat oss forst podngtera att vi kan byta plats pa faktorerna som vi gjorde ovan.
Eftersom dessa &r reella tal géller t.ex. att A;B; = BjA; och motsvarande for
e-tensorerna.

Hér dyker en produkt av tva Levi-Cevita-tensorer upp. Lat oss se om sadana
produkter kan forenklas

Produkter av tva ¢;;;

Forst produkten med enbart tva fria index
EiklEjkl = 204;. (13)
Detta inses ganska enkelt eftersom

e Produkten maéste bli noll da i # j. T.ex. i = 1 innebér att kI maste
vara 23 eller 32, och da maéste &ven j = 1 for att den andra tensorn
skall vara nollskild.




e Med i = j maste summan 6ver kl bli 2. Studera t.ex. i = j = 1; de
nollskilda termerna i summan blir ¢kl = jkl € [123,132], dvs

3
Z E1kiEIRl = €123€123 + €1326132 = 1 - 1+ (=1) - (—=1) =2 (14)
k=1

Nu produkten med enbart ett kontraherat index. Vi kommer att visa att
€ijkEkim = 0i10jm — Oim0ji. (15)

Forst, genom cyklisk permutation,
€ijkEklm = EijkElmk- (16)

Det inses l4tt att i # j och [ # m (annars blir termerna lika med noll).
Vidare inses att paret ij maste vara lika med [m eller ml. Betrakta ett
sddant par, t.ex. ,j € [1,2] (alla andra mojligheter visas helt analogt). D4
kommer enbart £ = 3 termen fran summan att bidra och vi har féljande
mojligheter

>k bara k = 3.
iy Im  ijk Imk Resultat = 40 — dimdji
12 12 123 123 =1 =1-0 (17)
12 21 123 213 =-1 =0-1
21 12 213 123 =—1 =0-1
21 21 213 213 =1 =1-0,

dvs, resultaten motsvarar exakt kombinationen av deltafunktioner i Ekv
(15) ovan.

Ekv (15) motsvarar precis den produkt som dék upp i Ekv (12) ovan. Vi
fortsétter
[A’ x (é x 6)] = (6:0jm — Sim0j1) A;BCo,
?

= BiAnCy, — A;jB;C; = B;A-C — A- BC; (18)

Hér har vi bytt plats pa A,,B; = B;A,,. Notera vidare att vi lika gdrna kunde
ha bytt t.ex. m — j i den forsta termen. Dessa blir &nda ett summationsindex
och det spelar ingen roll om det heter m eller j.

Till slut finner vi alltsa likheten

—

Jx(éx(?):B(E.é)_(/T-é)é. (19)



Kombinationer med tva vektoroperatorer

En viktig konsekvens av Ekv (19) ar
6x(6xﬁ):€(ﬁﬁ)—ﬁv1ﬁ, (20)
vilket ger oss foljande uttryck for Laplacianen
AF=6-§F26<§-ﬁ)—§X(6Xﬁ>7 (21)
eller VektorLaplace = grad div - rot rot.
Slutligen, tva viktiga samband, vilka dessutom &r enkla att hérleda, ar

VxVf=0 (22)

och
ﬁ-ﬁxﬁ):o. (23)

Visa gérna dessa sjélv (eller se bevis nedan)

Bevis av Ekv (22)

[V x V7| = cindsons (24)

Till exempel for i =1
ijk  0; O faktor

123 2 3 +1 (25)
132 3 2 -1

vilket betyder att {ﬁ X ﬁf} L= (0205 — 030a) f = 0.

Bevis av Ekv (23)

(V- (¥ x F)] = dreiguds Fi = cignid; B (26)

e En viktig podng &dr att de sista tva faktorerna inte far byta plats
eftersom 0; F), # F},0;.

e Diremot har vi att 0;0;F) = 0;0;F}, vilket betyder att dessa tva
faktorer kan byta plats.

Summan ovan har 27 termer, men enbart sex nollskilda




ijk term

123 0102 F3
231 0205 Fy
312 0301 Fy
132 —0105F%
213 —0901F3
321 —030.F

och eftersom dessa tar ut varandra parvis blir summan noll.

Tillbaks till borjan

Vi startade med diverse rakneregler for differentialekvationer. Lat oss studera en
av dem med de tekniker som vi nu har lart oss.

ﬁ X (fﬁ) = {6 X (fﬁ)L = ajkaj(fuk) = Eijk(ajf)uk + feijkajuk
=Vfxi+fVxi,

dér vi anvént oss av att 9;(fur) = (0;f)ur + fOjur. Vi reproducerar alltsd det
resultat som vi resonerade oss fram till vid starten av forelasningen.
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Repetition: Integralsatser
e Gauss sats
/ﬁﬁdvz 7.d3. (1)
v av
e Stokes sats
/(Wﬁ).dgz F.dr, )
s as
Géller for kontinuerligt deriverbara vektorfélt.

6. Singulara falt

Fraga

Vad hédnder om féltet har en singularitet?

Det finns tre viktiga typer av singulariteter, vilka dyker upp for speciella
vektorfilt:

e Punktkalla
e Linjeilla

e Virveltrad
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Punktkallor

Ett falt av formen

—

- 471('17“2 cr 3)
motsvarar faltet fran en punktkilla med styrkan ¢ (motiveras nedan). Med
lamplig tolkning av konstanten ¢ kan detta t.ex. forestélla det elektriska filtet
frén en laddning i origo, eller gravitationsfiltet fran en massa i origo.

Kommentar

Notera att detta filt ar singuldrt i origo. Skissa gédrna féltlinjerna.

Detta falt ar rotationsfritt (dtminstone for r > 0)

L 1 ég T’gg r sina fé,

F.(r) 0 0
Rotationsfriheten &r ocksa en direkt f6ljd av att F = —ﬁqb med den skaldra
potentialen

q
- 5
¢ dmr (5)
Vektorfiltet F' ér ocksa divergensfritt (for r > 0)

= = 10/, q _
V-F—r—za(r 4W2)_0, r>0 (6)

Kommentar

Trots franvaron av divergens far vi ett resultat skilt fran noll om vi berdknar

normalytintegralen av F bver en yta som omsluter origo. Detta gors enklast
genom att utfora integralen 6ver en sfar med radien a.

Normalytintegralen for en yta (sfariskt skal, radie a) som omsluter origo:

5o 4, o
F.d§= L 4na® =
/S dmaz T 1

(7)

medan Gauss sats skulle ge fv V- Fdv = 0!

Kommentar

En viktig slutsats ar att det vore fel att naivt tillampa Gauss sats pa en
volym innehallande origo, trots att filtet ser divergensfritt ut. Det beror pa




att det ar singulart dar. Med var nuvarande kunskap far vi acceptera att vi
maste undvika punkter dar falt dr singuldra nér vi anvinder integralsatser.

Mer allmént:

= .&__J 0 om ytan inte omsluter origo.
ng HdS = { q om ytan omsluter origo. (8)

Anledningen till att vi inte kan anvinda Gauss sats ar

ﬁﬁ_{o r#0 (9)

oo r =0 (battre definition kommer senare)

Flode fran punktkilla genom allmén yta. En mer forfinad version av ekv.
(7) for normalytintegralen av filtet fran en punktkalla 6ver en godtycklig yta
S kan fas genom att projicera normalytelementet pa r-, 8- och ¢-ytor. Den
relevanta projektionen ar den pa r-ytan eftersom féltet har den riktningen

dS, = +é,hgh,d0dp (10)

dér tecknet beror pd om normalen for S dr utatriktad (positiv) eller inatriktad
(negativ). Detta ger

¢ [&-dS _ a ([ 0
— =+ 0dfdy = q— 11
dr Jg 12 4w // s L (11)

dar Q &r den rymdvinkel ytan S tar upp sedd fran origo. Las mer om begreppet
rymdvinkel: http://mathworld.wolfram.com/SolidAngle.html
T.ex. blir rymdvinkeln for en yta som helt omsluter origo

g 2m
/ / sin #dfdy = 4. (12)
0=0J =0

Linjekallor
Ett falt av typen
- k
F=—¢ 1
27Tpep ( 3)

svarar fysikaliskt till exempel emot en laddning som ar jamnt fordelad l&ngs med
en linje (i det hér fallet z-axeln). Storheten k& motsvarar da laddning/léngdenhet.
Linjekallan ar da kéllan till ett falt som Overallt pekar radiellt ut fran z-axeln

Rita

Falt for linjekélla genom z-axeln.
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Faltet ar divergensfritt V.-F= 0, forutom for o = 0.
Det kan erhallas fran potentialen

k 0
= log — 14
¢ om 0g % (14)

Med konstant kélltdthet fas normalytintegralen for en cylinder med ldngden L
som omsluter linjekéllan ldngs z-axeln

/ﬁ.d§=kL (15)
S

Kommentar

Mer generellt blir normalytintegralen av faltstyrkan 6ver en smal tub néra
en godtycklig kurva lika med den inneslutna kallan ¢(C') = [ k(F)ds, déar
C' &r den del av kurvan som innesluts av tuben.

Ytkalla
P& motsvarande sétt kan vi tala om ytkéllor i tre dimensioner. Féaltet
F = %Sign(z)é (16)

motsvar en ytkélla i zy-planet (vid z = 0), dér o, i det elektrostatiska fallet,
skulle kallas for en ytladdningstédthet.

Nérvaron av en ytkélla pa ytan S med styrkan o &r liktydigt med att
normalkomponenten av F har en diskontinuitet enligt - (Fy — F_) = o, déir F,
ar faltets varde pa den sida dit normalen pekar, och F_ dess virde P& motsatta
sidan.

Berdkna

Beridkna gérna flodet genom begransningsytan til en kub som genomskérs
av ytkéllan och som har topp- och bottenytor (vardera med area A) som
ar parallella med densamma. Man borde finna att det totala flédet blir o A,
dvs lika med den totala inneslutna laddningen.

[ Kommentar: Kalltathet

Vi har nu sett hur olika singulariteter kan vara kéllor till ett falt F. Analogt
med detta kan vi tolka V - I som en utbredd kélla till F. Darfor kallar
man ibland V - F' = p for kalltéathet.




e Singuldra kéllor: V- F =0 utom pa vissa stéllen dar kalltdtheten
blir odndlig.

Repetition: Punktkilla i origo. Faltet i punkten 7

F(f) = fer, (17)
vilket fas av potentialen ¢
7)) = (18)
eftersom L . A q g
F() = -Vo() = 60,7 = e, (19

Punktkilla i punkten 7'. Givet att vi har en punktkélla med laddning ¢
beldgen i punkten 7/. Potentialen i punkten 7 blir uppenbart lika med

) = (20)

r—r
Detta ger féltet

q

F(7) = =Vo(7) = — (40, + §0y + 20z) amy/(e =22+ (y = y)? + (2 = =)

__4 (_1> 2z —a')i +2(y —y)j +2(z — 2)2
4 2 [(I‘ _ .’I,'/>2 + (y _ y/)2 + (Z _ Z/>2]3/2
q( —7")
4 |7 — 7| (21)
Virveltrad
Faltlinjerna till det singulédra féltet
= J
F=g5—c 29
27rpe“7 (22)

bildar koncentriska cirklar kring z-axeln. Darfor sdger vi att det finns en virveltrad
med styrkan J pa z-axeln.

Divergensfritt: V. F=0.

Rotationen av féltet:

VxF=-l5, a; 2:/=0 foro>0. (23)
210 ‘Q?JQ 0



Stokes sats skulle ge

jgsf.df:/s(vxﬁ).dg:o, (24)

men vad skulle ske om ytan S gick genom singulariteten?

-
Rita

en cirkel med radien a runt z-axeln, d¥ = aé,dy

Linjeintegralen blir

B 27Taad<p J (25)

J

Generellt géller detta resultat for en kurva C' som omsluter z-axeln ett varv i
positiv led, medan integralen blir noll for kurvor som inte omsluter z-axeln.

Det vanligaste exemplet dr det statiska magnetiska féltet fran en strém. Dvs
filtet &r B och J motsvarar den elektriska strémmen.

g
o
!
I
T
[\v}
3
o

Virveltathet. Vi har nu sett hur en virveltrad kan alstra en virvel i ett
vektorfalt. Det kan ocksa uppsta virvlar i falt som saknar singulariteter, och
for att fa ett matt pa omfattningen av sadana virvlar infér man virveltdtheten

V x F.

e Singulédra virvlar: V x F =0 utom pa vissa stéllen

Exempel: 6.3

Berakna integralen fc F. dr, C: z° + y4—2 =a? och z = 0 (som genomléps i
positiv riktning) och

- osin 2y | a osin?p) .
F = FO |:2a€g + (Q — a ) €¢:| (26)
F, och a ar konstanter.
Losning:
( Y
Kommentar

Kurvan C &ar en ellips med centrum i origo och halvaxlarna a och 2a.
Enligt hogerhandsregeln véljer vi 2 som normal till ellipsskivan.




C' kan parametriseras (z,y) = (acos ¢, 2asin ).

Dela upp F= ﬁl + ﬁg dar ﬁl = FO%éy, innehaller filtets singularitet
(motsvarar en virveltrad pa z-axeln med styrkan 27 Fpa).

Kurvan C omsluter virveltraden en gang i positiv led sa att fc Fy-di =
127 Fpa

Bidraget fran F, fas enklast med hjalp av Stokes sats. Rotationen blir

€y

Z
- = R 3 0 P Fo
VxF,=—| 3 R 22l =——2 (27)
p esin2¢p 0% sin? %) 0 a
2a a
Detta ger

_, F Fi
f{ Fy ~dF:/ (-%) 2dS=—-"1.a-2a = —2nFya (28)

C S a a

Vardet pa den totala integralen blir alltsa fc(ﬁl + ﬁg) -d7 = 0.

Superposition: berdkning av filt fran allmanna kallfordel-
ningar
Totalt falt fran en dndlig uppsittning med punktkillor. Vi kan nu

berékna faltet i punkten 7 fran en &ndlig uppséttning med N st punktkéllor med
laddningar ¢, go, - . ., gy beldgna i punkterna 7, 75, . .., 7N som en superposition

N o
=S r (20)
i=1

Alternativt kan vi rdkna ut potenitalen i punkten 7

O = 3= 3 e (30)

frén vilken vi forstas far F(7) = —V (7).
For en kontinuerlig férdelning av laddningar sa évergar summorna i ovansta-
ende uttryck forstas till integraler. Sidana situationer betraktar vi harnéast.

Allmén (kontinuerlig) linjekilla. Betrakta en linjekélla lings kurvan C,
vilken ges av 7 = 7(7). Linjekéllan har linjekalltdtheten k(7), som alltsd inte
nodvéndigtvis dr konstant.

Vi kan dela upp linjen i infinitesimala linjeelement ds, vardera med laddningen
dg = k(7(7))ds (som alltsa blir en funktion av 7). Vi kan betrakta dessa
linjelement som punktkéllor. Bidraget fran en sadan kélla till potentialen i en
(godtycklig) punkt 7 ar
k(7' (r))ds

a0() = "G (31)



Genom att summera alla dessa bidrag, dvs integrera ldngs linjen C, far vi den
totala potentialen i punkten 7

o(7) = / (") ds (32)

47r|r—r’\

Notera att 7/ = 7#'(7) och att ds’ = ‘C(if: d

Allmén (kontinuerlig) ytkilla. Betrakta en ytkélla langs ytan S, vilken
ges av 7 = 7(s, t). Ytkédllan har ytkélltdtheten o (7(s,t)).

Genom att summera alla bidrag fran infinitesimala ytelement, o(7)d.S, far vi
den totala potentialen i punkten 7

o = [ 21 (33)

]

Allméan (kontinuerlig) rymdkélla. En allmén rymdkélla har en rymdkall-
tatheten som ges av p (7) = V - F (7). Aterigen kan vi anvinda superposition for
att fa den totala potentialen i punkten 7

o(F) = / M. (34)

v Am |7 — 7|

Greensfunktion

Funktionen 1

GO =

(35)

kallas Greensfunktionen och kan siigas motsvara bidraget till potentialen i punk-
ten 7 fran en punktkilla med styrkan 1 beldgen i punkten 7. Dessa funktioner
dyker upp igen i kapitel 9. Vi kan alltsé skriva féltet fran en allmén rymdkéalla

o(7) = /V o ()G (7,7") AV, (36)

Exempel: Cirkekélla

Vad &r potentialen fran en linjekédlla med konstant tdthet k (laddning
per ldngdenhet), pé cirkeln med radie a i (z,y)-planet med z-axeln som
symmetriaxel? Speciellt, vad ar potentialen pa z-axeln?

Lésning: Beteckna ortvektorn for en punkt pa kéllan med 7/ och ort-
vektorn for punkten vi vill veta potentialen i med 7.

Problemets symmetri gor det lampligt att anvinda cylindriska koordi-
nater. Vi far ldgesvektorn = pp + z2. Punkter pa kéllan kan beskrivas
med lagesvektorn 7' = ap’ = acos(¢’)Z + asin(p’)g§ (notera att 2’ = 0
eftersom linjekéllan ligger i zy-planet).




Ett litet element pa linjekallan har laddningen dq¢’ = kds’ = kady'.
Vi vill forst berdkna bidraget fran laddningen pa det lilla elementet till
potentialen i punkten 7 for att sedan summera upp (integrera) den totala
potentialen.

Vi far avstandet mellan de tva punkterna som

|F7F'\:\/d2+2'2:\/92+a272gacos(g0—ap’)+22 (37)

med hjélp av cosinusteoremet.
Med superposition kan vi teckna ett explicit uttryck fér potentialen:

2w
k
) = do' a 38
o) /o 4 47/ 0% + a2 — 2pacos(p — ¢') + 22 (38)

Vi kan konstatera att potentialen dr symmetrisk runt z = 0.
Specifikt, om 7 ligger pa z-axeln (p = 0) forenklas uttrycket till

k ak
VEiZ 2(VEiad)

27
d)((),O,z):/O dap/aAm (39)




Vi kan kontrollera vad som héander for stora viarden pa |z|, dvs d&
|z] > a. D& &r

.
2 (1+ %)

s& ¢(0,0,2) ~ “"“‘ = iiﬂ? vilket &r filtet frin en punktkilla med styrka
2mak. Befinner vi oss langt bort fran linjekéllan (dvs z > a) sa ser féltet ut
som faltet fran en punktkélla med laddning lika med den totala laddningen
pa cirkeln. Det verkar rimligt!

~ |fracllz| + O ( 2) , (40)

Multipoler

Faltet q
F=—é, 41
472 ¢ (41)

kallas for ett monopolfélt. Det kan finnas falt vars styrka avtar snabbare med r,
men sadana falt innehéller praktiskt taget alltid ett vinkelberoende. Ett exempel
pa ett sadant falt ar dipolfaltet, dvs. tva lika och motsatta laddningar néra
varandra.

Léigg en laddning ¢ = £ pa (z,y,2) = (0,0,¢) och en laddning —¢ = —£ i
origo. Potentialen fran de bada laddningarna tillsammans blir

6 = g -

dw|F—ez|  dmr

Vi kan skriva |7 — e2] = \/0? + (¢ —€)?, och om ¢ ér litet (8/9,6/2 < 1) blir
detta \/0? + 22 —2e2 = V12 —2ez ~r(1 — £). S& 11+2).

(42)

17—ez] ez\

Kommentar

Hér har vi anvént Taylorutvecklingarna v/1 —z = 1 — £ + O(2?) samt
L =1+z+0(?).

Potentialen blir

(,:)N{l (HSZ)J} _ Bz _ pcost (43)

4re |7 473 47rr2

Mer generellt kan man skriva ¢ = 4‘1 ; = uZz dipolmo-
mentet (som alltsd ges av produkten av laddningen £ och separationsvektorn
€z).

Faltet blir

F= 4:? (cos0é, +sinféy) . (44)

10



Notera att féltlinjerna ar vinkelrdta mot nivikurvorna (eftersom F= —ﬁqﬁ). I
detta fall kommer de alltsa att vara cirklar med centrum langs z-axeln.

Om man integrerar dipolfiltet 6ver en sfar ser man att integralen blir 0.
Detta beror pa att man kan se filtet som sammansatt av en positiv och en
negativ laddning pé ett litet avstand fran varandra.

Normalytintegral av ett dipolfilt

Vi integrerar féltet (44) 6ver ytan S som &r en sfar med radie a

/ . 5 (cos 02, + sin 0éy) - é,a” sin dfdyp = sz/ 2cosfsmb
s 4dma 1 ;

Ta 2
— 201"
_ K [COS] —0
2a 4 0
6 \4\\ T
p— \
4l

Det gar ocksa att definiera kvadrupolfilt, oktopolfalt och s& vidare.
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Repetition: Singulira falt

Punktkélla i origo.
e Filtet i punkten 7

fas av potentialen

o(F) = L, 2)
eftersom F = —ﬁq&.

e Superposition ger potentialen i punkten # fran en laddningsférdel-
ning ¢(7) = fp(F’)de', dar G(r,7") = m kallas for

Greensfunktionen i R3.

e Hur skall vi skriva kélltétheten, p(7) = V- F, for en punktkélla? Och
hur skall vi hantera Gauss sats?

/6-13011/: F.dS, (3)
14 oV

Vi har att V- F = 0 for r = 0, men explicit utrdkning ger HL. = ¢ om den
inneslutna volymen V innehaller origo.

7. Deltafunktioner

Kan vi approximera V - F = p(7), dar laddningsfordelningen motsvarar en
punktkalla, pa nagot satt? T.ex.

e ={ 6 158 @

r>e
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Dvs, en “utsmetad” punktladdning dér vi véljer ¢ sa att den totala laddningen
ar ¢, dvs

JR <eg
2\ — 4me3 /3 r= 5
ot ={ T2 )
e Vad blir funktionen da ¢ — 0+?
e Det kan vi tyvérr inte definiera.

e p(7) = lim._,o+ p(7) &r inte en funktion; sekvensen av funktioner som
erhélls genom att variera e kallas for en distribution.

Deltafunktioner i en dimension

Punktkilla i D = 1. I en dimension kan vi definiera en punktkélla fran
potentialen

o) =~ lal (6)

0.1 T

olx)ld]

-0.6 L
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

vilket ger faltet



0.6

0.4+

Hz)lg]

0.0

-0.2+

04}

706 ! L L
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Vi kallar den enda komponenten av detta vektorfilt for F(x), dvs F(x) =
dsign(x). Motsvarigheten till Gauss sats for detta endimensionella falt &r

b
/accllidx:F(b)_F(a):{q, oma<0<b (8)

0, annars

medan en naiv inséttning av dF'/dx = 0 i VL hade gett noll.
Problemet ar ju att % = 0 for z # 0, men “% = oo” for x = 0. Vi kan
uttrycka detta som en “funktion”, % = qo(x), dar

e §(z) ar noll d& = # 0, och

e integralen f;zg §(z)dz = 1.

Distributioner. Vi konstruerar denna “funktion” som en grins € — 07 for
distributionen

|| >
x| <

hete) = { )

o= O

[SILYNITG)



5r A
al
3 1/e
= |
1L
0 £
=Y 05 0.0 05 1.0
&I
Kontrollera.
lim he(x) =0,
e—0
for x # 0. Dessutom har vi
. b>0 T =/2 IERT 1 e/2 1. o
lim he(z)daz = lim —dz = lim - [ng/z =liml=1.
e—0 a<0 e—0 —e/2 g e—0 ¢ e—0
Men det finns ocksé andra mojligheter:
exp(—2°/¢?)
h = —— 10
(o) = ) (10)
€
h = —— 11
(@) (22 4+ €2)’ (11)
sin(z/e
he () = SE/E) (12)
T
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Samtliga dessa utgor en sekvens av funktioner (en distribution) fran vilka vi
kan definiera Diracs deltafunktion

§(z) = lim h.(x) (13)

med de definierande egenskaperna

0(x)=0, xz#0 (14)

b
£(0) = / F(@)b(x)dz, (15)

déar f(z) &r en valbeteende funktion och [a, b] inkluderar 0.




Ett specialfall (f(z) = 1) av ovanstdende ar

+oo
/ d(z)dz =1 (16)

— 00

Exempel: endimensionella deltafunktioner

Kontrollera att vi erhéller Diracs deltafunktion fran sekvensen h.(z) =
exp(~a?/e?)

Ve

Lésning: For x # 0 géller

he(2) 1 1
xTr) = =
) vreexp(a?/e?)  rr [1+§+%(§—§)2+...}
1
. —~0 dae—0" (17)

VT (22 +e24+ £ +..)

- e~/ dz = /72 (se tabell 6ver definita
integraler, eventuellt Beta 7.5-41). Detta ger

—+00 2 /22 / 2
lim PTGy i Y 1 fore > 0. (18)
e—=0t J_ oo /e e—0 /me

Vidare har vi integralen [

For att vara helt korrekta skall vi egentligen visa den mer allménna egen-
skapen f; f(z)d(xz)dx = f(0) for en val beteende funktion f(z). Eftersom
ekv. (17) galler, och f(z) inte utgdér ndgot problem, kan vi utéka integra-
tionsintervallet och istéallet studera

“+oo
| f@pw = o). (19)
Vi Taylorutvecklar, f(z) = f(0)+ f(0)x + f”(0)z*/2+ .. ., och konstaterar
att

+o0 +oo
lim f(0)he(z)dz = f(0) lim he(z)dz = f(0), (20)

e—0 o e—0 oo

enligt vad vi visat ovan (18). Det aterstar att visa att

+oo
gl_l;r(l) N z"he(x)da =0, (21)
for alla heltal n > 0. I vart fall har vi en jamn funktion h.(z) vilket gor

att ekv. (21) ar trivialt uppfyllt f6r udda n da integranden blir udda. For




jdmna n = 2k finner vi (se t.ex. Beta 7.5-42)

lim _—
e—0t+ J_ o /e e—0 /e 2k+1

Alltsa har vi visat att

i b>0 f(x) exp(—x2/52)

dx = f(0 f6 0.
=0+ Joco Ve v=10), fore>

+oo 2 /2 —_1\n
x2kexp( T /E )dl' : 2 (Qk ]‘)"\/77_662]6 :0

(23)

Egenskaper hos Diracs deltafunktion

e Jamn:
6(—x) = o(z)
e Skalning:
1
0(azx) = mé(m)

Kommentar

Visas enklast genom att gora substitutionen y = xa i uttrycket

/+OO f(z)dé(azx)de.

— 00

Var noga med tecknet pa integrationsgranserna.

e Translation:

+oo
/ f(x)o(z — zo)dz = f(xo).

-
Kommentar

visas genom substitutionen y = x — xg.

e Derivata

—00 —00

vilket kan betraktas som definitionen av derivatan §'(z).

+00 +oo
/ f(x)d' (x — wo)dz = —/ f(x)d(x — zo)dz = — f'(z0),




Kommentar

Visas genom partiell integration med négon av funktionssekvenserna som
definierar deltafunktionen.

e Kan generaliseras till fler dimensioner. Vi skriver generellt §(P)(7), dér vi
skall tolka superskriptet som antalet dimensioner. T.ex. har vi féor D = 3

0(7) = 6(2)5(y)8(2).

I sfiriska koordinater blir detta
/// F(7) 8B (7 — 7o)r? sin 0drdfde = f(7).

Med vissa forbehall (se t.ex. upp for punkten 7 = 0 i sfiriska koordinater) kan
deltafunktionen i kroklinjiga koordinater skrivas

1
hy (7o) ha2(70)h3 (70

5(3) (F— 770) = )5(U1 - U1,0)5(U2 - uz,())5(us - U3,0)~

-
Rita

Skissa giarna den “primitiva funktionen” till en deltafunktion i en dimension.

Deltafunktioner i hogre dimensioner

Vi startar med punktkéllan i origo: F= Tz ér, och den problematiska volym-

sintegralen
/ V. Fav,
1%

som borde bli lika med ¢ om V' omfattar origo. Detta kan vi astadkomma genom
att inféra V - F' = ¢63(z) = qd(x)d(y)d(2) eftersom

/V(S(a:)é(y)é(z)dxdydz =1

Lat oss anviinda sfiriska koordinater. Hur kan vi uttrycka 6 () sa att foljande
integralegenskap uppfylls?

/ 6@ (7)r? sin Odrddye = 1,
%

om volymen V innesluter origo. Vi vill finna ) (7) som ett grinsvirde av en
distribution he (7).



Starta fran ett requlariserat falt

o = q .
F, = ——— ¢, 24
e (7) 4m(r? +&2) ©r (24)
som uppenbarligen gar mot F dde— 0r.
Divergensen for 7 # 0 blir (V- F = L2 (72F,) +...)

T

> = q 0 ’r‘2 q52 1 o
V- E(F):47TT2 m(r2+€2) =—————— 30 dae—0.
—_— ——

—_2r 2rr2 — 2re2
242 (242 (r24e2)2

(25)
Utan styrkan ¢ kallar vi denna sekvens av funktioner for h.(7) och pastar att
lim._,q he(7) = 63(7). Utfor integralen

2 oo
> o qe 9 1
- F.dV = he(F)dV = —4 dr———— 26
J, 9 R = [ty = San [ s @0
1 1 o 1
=202 |- ———| =2¢*— = 2
= [ 27"2—&-52}0 © 52 =1 (27)

Alltsa har vi visat att
e lim._,gh(F) =0 for r # 0.
o [gshe(F)dV =1
Alltsa skriver vi kalltdtheten
o) =V F=—Ap = ¢8(7).
Ett differentiellt uttryck for deltafunktionen

eller mer allméant

dér vi noterar att V opererar pa koordinaten 7.

Linjekilla. Linjekillan F = %ép (motsvarar en punktkélla i D = 2). Kall-
tatheten kan skrivas

V- F = k6*(p) (= kd(x)3(y)) -

Studera t.ex. normalytintegralen genom en cylinder med héjden L runt linjekéllan

L L
/ﬁ-d§: F‘-dﬁ:/ ﬁ-ﬁdvz/ dz/dxdyké(m)é(y):/ dzk = kL.
S S+So+SL \4 0 0

déar vi forst har slutit ytan genom att inféra ytorna Sy och Sy, som ér cirkelskivor
vid botten och toppen och som har normalytintegralen noll eftersom féltet ar
vinkelrdt mot normalen.



Virveltrad. Vi kan resonera pa liknande sitt for en virveltrad F = ﬁ%.
Stokes sats sdger att

/ ﬁdf:/(ﬁxﬁ)-dsi
98 S

dér vi kan rdkna ut VL = J (t.ex. {6r en cirkel runt virveltraden). For detta falt
ar det rotationen som ar problematisk. Notera att detta &r en vektor.

—

V x F = J8(5)5 = J6(x)(y).

Avancerat exempel: tillimpning av deltafunktionen; Fouriertrans-
form och ortogonalitet.

Givet en funktion f(x) definieras dess Fouriertransform som

F(k) = T dw e ()

w1

Den inversa transformen ger frekvenssonderliggningen av f(z), i detta fall
motsvaras “frekvensen” av vagtalet k:

_ L > ikx f
i

(normeringen har valts for att dstadkomma symmetri mellan de tva uttryc-
ken).

Genom att sdtta in det forsta uttrycket i det andra far man, under
forutdttning att man kan byta integrationsordning,

f(a:): / dke ’“/ da’ e~ f(2')

Zg dx (/ dk e (== “)f( 0

Uttrycket inom parenteser i det sista ledet beror bara pa x — z’, och
om resultatet skall bli f(z) méaste det vara en deltafunktion lika med
2mé(x — 2'). Dvs

S(x—a')=— / dk eF(@=7"), (28)

Genom att byta vagtalet k och koordinaten x far man ocksa 27wd(k — k') =
[0, dwel=k)7 Detta siitt att skriva deltafunktionen kunde vi ocksa ha

10



anat fran ekv. (12) genom att byta

lim sin(x/¢) = fim sm(nx)'
e—0 ™ T—00 T

Hér kan man ndmligen géra omskrivningen

/n et [6ixk]"n _ [cos(a:k) fisin(xk)rn _ 2sin(mr:) (29)

ix ix z

1

s att vi far

T 1 " ik
d(x) —W}eréo%/_ne dk, (30)

vilket &r analogt med ekv. (28)
Funktionerna ey (z) = \/%e””” kan alltsa ses som ortogonala och “del-
tafunktionsnormerade” med ortogonalitetsrelationen

/OO drey(z)ey (z) = 6(k — k)

— 0o

Man kan bekréafta resultatet genom att gora begéﬂkningen explicit for
de regulariserade funktionerna ey . (z) = \/%em"”’e ¥~ och lata € — 0 (se

uppgift 7.15).
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8. Potentialteori

Konservativa falt och potentialer

Vi har definierat ett konservativt filt som ett falt EF sadant att

f;ﬁdf:o (1)

for varje sluten kurva C'. Enligt Stokes sats f6ljer det nu att ett félt som har
V x F =0 éverallt i ett enkelt sammanhéngande omrade dr konservativt. Vi
har sedan antagit att vi kan skriva

F=-Vo¢, (2)
dér ¢ kallas for det konservativa filtets potential. Géller da
VXxF=0+< F=-V¢??

Nej, det har vi &nnu inte visat! Vi har att F = —ﬁ(b = VxF=0= fc F.di =
0 eftersom V x (ﬁqb) = 0 (se nedan), men det omvénda géller inte per automatik.
Vi har &nnu inte visat att konservativa falt alltid kan skrivas som —V¢.

-
Bevis av V x (V¢) = 0 mha indexnotation

Vi kan visa att V x (V$) = 0 mha indexnotation: Vektorn {6 X (ﬁ(b)} =

€j50;0r¢9 = 0 eftersom den resulterande summan med nio termer Z =1
har tva nollskilda som tar ut varandra. T.ex. for ¢ = 1 fas 9293¢—0392¢ = 0.
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Definitionen av ett konservativt falt gér dock att vi kan hitta en potential
fran

[2ﬁ-dfz¢<m—¢<@>=—/:d¢. 3)

1

Notera tecknet pa potentialskillnaden i HL. Det hade gatt lika bra med det
omvanda, men just denna konvention stdmmer 6verens med energitolkningen i
klassisk mekanik.

Vi ser nu att fordndringen av potentialen mellan punkterna 7 och 7+ d7 ar

d¢ = —F - dF, (4)
men denna fordndring kan ocksé skrivas som
d¢ = V¢ - d7. (5)

Det foljer ddrmed att det finns en potential ¢ sa att det konservativa faltet F
kan skrivas

F=—-V¢. (6)

Faktum ar att ¢ inte ar entydigt bestdmd. Man kan skapa en ny potential genom
att addera en konstant till en potential: ¢ — ¢ + ¢g.

Exempel: Arbete i klassisk mekanik

Fér ett konservativt kraftfalt F géiller att det utrdattade arbetet ldngs en
rorelsebana motsvarar en ¢6kning av den kinetiska energin atfoljt av en
motsvarade minskning av en potentiell energi sé att den totala mekaniska
energin £ =T + V ar konserverad.

Kommentar 1: Notera att utrdttat arbete kan vara negativt vilket
isf innebédr en minskning av den kinetiska energin och en 6kning av den
potentiella.

Arbetet som utriattas ldngs en kurva C' motsvaras av kurvintegralen

o > dv 7
- F=mad=m>=% dv 1d
Foar my LA, S
/c { & — st Rt th(v v)} (7)
_m/tB d 57 :mvg_mu%:ﬂ_ ®)
ta 2

Hér har vi anvant NII. Tidpunkterna t4 och g motsvarar start- respektive
sluttiden for rorelsen.

Ett exempel pa ett sadant konservativt kraftfalt 4r gravitationskraften
néra jordytan: F = —mgZz. Med var nuvarande kunskap skulle vi uttrycka
detta som F = ngb, dér vi alltsa anvdnder beteckningen ¢ istéllet for V.
For vart exempel finner vi att potentialen ¢(7) = mgz uppfyller denna
likhet.




Vidare uppfyller kraftfiltet V x F' = 0. Vi kontrollerar detta for vart

exempel:
=0

oo
3 %‘Qj >

oflow

Kurvintegralen

[ Far=o(a) - o (7).

c

didr A och B ar kurvans start- respektive slutpunkt. Har finner vi att
mg(za — zp). Detta ar alltsa

potentialskillnaden —0¢ = ¢(z4) — ¢(25) =
den negativa skillnaden i potentiell energi och vi far

5T =—6¢ = &(T+V)=0.

Poissons och Laplaces ekvationer
Konservativa vektorfélt ar alltsa rotationsfria, men de kan fortfarande ha nollskild

divergens. Denna kallas ofta for kdlltdthet
p(F) =V - F (9)
.
Kommentar
Lat oss anvianda superposition och deltafunktioner for att visa att V - F' =

(7). Superposition ger oss potentialen fran en laddningsférdelning pa
integralform
—*/ !/
)av'.
T i / |7 —

eller det motsvarande féltet (notera att v opererar pa )

= 1 r—r'

F(f) = -V ———p(F")dV'.
)=o) = 3 | T o)

Beridkna nu divergensen av ovanstdende (notera att den opererar pa ),

och identifiera deltafunktionen

Lo
(= PV = —/4775 YAV = p(7).
|7 =71




Med F = —6(;5 far vi Poissons ekvation
V- Vo(7) = AR = —p(7), (10)

vilket alltsa ger potentialen pa differentialform.
Specialfallet av denna ekvation utan kélla, dvs divergensfritt, ger Laplaces
ekvation

A(7) = 0. (11)
Kom ihag att A &dr Laplacianen vilken kan skrivas
82 a2 32

Ap=|=—=+—-—+== 12

¢ <85L’2+8y2+622)¢’ (12)

i Cartesiska koordinater. Den ser annorlunda ut i kroklinjiga koordinatsystem.

Kommentar

Notera att F = —mg% ar divergensfritt och att potentialen ¢ = mgz
uppfyller Laplaces ekvation A¢ = 0.

Notera att Poissons och Laplaces ekvationer dr exempel pa differentialekva-
tioner. For att 16sa dessa i ett omrade behéver man ocksa veta randvillkor foér
faltet ¢.

Vi kommer t.ex. se att (ett stationért) temperaturfilt uppfyller ndgon av
dessa ekvationer (Laplaces ekvation om det inte finns en virmekilla). For att
t.ex. rdkna ut temperaturfiltet inuti ett virmeisolerande fonster behover vi veta
randvillkor for faltet pa glasets in- och utsida.

Olika tekniker for 16sning av dessa ekvationer presenteras i kapitel 9.

Integral- och differentialform for potentialen

Sammanfattningsvis kan vi uttrycka potentialen ¢(7) for ett konservativt
falt pa tva olika sitt utgdende fran dess kalltathet p(7).

e Dels pa integralform enligt superpositionsprincipen
1 1 )
=— [ ——p(FdV".
o) = 1= [ o)
e Dels pa differentialform enligt Poissons ekvation

A(r) = —p(7).

Vi kommer dock att behova prata mer om randvillkor.




Divergensfria falt

Kan man erhalla divergensfria filt fran nagon potential pa liknande sétt som vi
just gjorde for rotationsfria falt?
Vi betraktar ett divergensfritt falt G

V-G=0,

och néjer oss med att konstatera att divergensfriheten uppenbarligen uppfylls
om filtet kan skrivas L
G =V x A (13)

Kommentar 2: Visa detta om ni ar osidkra. Gérna med indexnotation.
V- (V x A) = 0€,0; Ay,

Vilket &r en summa med 27 termer, vara sex ar nollskilda och dessa tar ut varandra
parvis. Alternativt med Stokes och Gauss satser: Betrakta volymsintegralen av
V- G och berékna normalytintegralen av G =V x A bver randytan genom att
dela upp den i tva delar och applicera Stokes sats pa varje del. Notera att dessa
tva ytor kommer att ha samma rand, men motsatt riktning. Slutsatsen blir att
V-G =0.

Vektorfiltet A kallas d& for en vektorpotential.

Standardexempel: Statiskt magnetfalt

Ett statiskt magnetfilt B(7) ir divergensfritt och uppfyller B(7) = V x A(7)
dar A kallas for den elektromagnetiska vektorpotentialen.

Vi fann tidigare att skaldra potentialer hade en invarians genom att vi kunde
addera en konstant term ¢ — ¢ + ¢g utan att dndra faltstyrkan.
Pa samma sitt har vektorpotentialen en invarians

A() > A + VA@), (14)

dar A kallas for en Gaugeparameter och invariansen kallas for Gaugeinvarians.

Kommentar

Detta ma verka som en kuriositet, men just Gaugeinvarians ar av funda-
mental betydelse for var teoretiska forstaelse av elektromagnetiska, svaga
och starka krafter.




Kommentar

Ofta anvinder man Gaugeinvariansen till att skapa en vektorpotential som
ar divergensfri. Dvs man véljer A sé att AA = ~V-A

Rotationen kallas ofta for virveltathet

<
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=
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Genom att vilja Gaugeparametern sa att V- A =0 far vi Poissons ekvation for

vektorpotentialen

-

AA = —j. (15)

Potentialer for godtyckliga vektorfilt

e Betrakta ett félt med bade kéllor och virvlar, dvs V-H = p # 0 och
VxH=j#0.

e Detta allménna vektorfilt kan vi dela upp i tva delar H=F+QG dar

-

:p 'C_j
=0 VxG=

~
O

(16)

v
V x (17)

sl
bl

e Dvs, faltet H kan skrivas som summan av ett rotationsfritt falt F och ett
divergensfritt falt G som representeras av potentialerna ¢ och A.

H=F+G=-V¢+VxA.

Exempel: Stagnationsstrom konservativt hastighetsfalt

Betrakta (det rotationsfria) hastighetsfiltet som ges av potentialen

é(J"Q - y2)7

¢(:L"y) = 2

déar A &r en positiv konstant. Hastighetsféltet blir

v, = —Ax

T=-Vo i{vy:Ay

Vi noterar att detta falt ocksa ar divergensfritt.




En faltbild (potential och filtlinjer) visas nedan. Notera att det finns
omraden déar hastigheten ar noll. Dessa kallas stagnationspunkter. Vi
noterar ocksa att filtlinjerna blir parallella med z- och y-axlarna nér vi
kommer tillrackligt néra. Vi kan déarfor tdnka oss dessa som fasta viggar
och att vart hastighetsfalt beskriver strommen vid ett horn.

=
& Of g 1
= fég. —_
-1
o 4
B _ G
2L ~ . 4
2
g Lo . B
~/ 24
-3 I = (2]
-3 0 1 2 3

x (au)

I verkligheten kommer dock friktionen néra viggen att skapa virvlar,
och var rotationsfria approximation ger en sémre beskrivning.

Standardexempel pa kill- och virvelférdelningar

Punktkilla med styrkan ¢ i origo.

o vektorfalt

= q .
F = .
42’
e rotationsfritt, men med en killa p = ¢d3(7). Filtet har en potential
_ a4
¢= 4y’

som uppfyller Poissons ekvation med killan p = qd3(7),

Agp = —qd* (7).




Linjekilla pa z-axeln med konstant styrka k.

o vektorfalt
F=_-—"10

e Motsvarande potential ar
k
6= —o-log =,
27 00

e Potentialen uppfyller Poissons ekvation:

Ap = —k6%(d).

Virveltrad pa z-axeln med styrka J.

o filtet
= J
G=—0p.
27TQS0

e Vektorpotentialen dr (t.ex., med tanke pa gaugeinvarians)

I
VA= g o 1=
0 0 —3-logo

e Notera att denna vektorpotential uppfyller VA= 0, och darfor ges
virvelfordelningen av

e Poissons ekvation,

Randviardesproblem

En 16sning av t.ex. Laplaces ekvation A¢ = 0 ger upphov till integrationskon-
stanter. For att entydigt bestdmma l6sningen behovs darfor randvillkor for
faltet.



Rita

Skissa gérna hur ett filt som uppfyller Laplaces ekvation beter sig.
Loésningarna ar sa kallade harmoniska funktioner. Villkoret A¢ = 0 ger
att det inte finns nigra extrempunkter inuti omradet, dvs maximum och
minimum maste ligga pa randen.
Titta pa ett falt ¢(z,y) och anvind Taylorexpansion for att teckna
beteendet ndra en punkt 7o

P(7) =co + co(x — z0) + cy(y — o)

C C
+ Coy(® — 20)(y — yo) + %(x —x0)% + %(y ) +...,

dar t.ex. ¢p = ¢(7), ¢z = % ., etc.
T

— 7y
Villkoret % + g% = 0 (6verallt) betyder att cyp = —cyy = ¢;; samt
att alla hogre ordningens termer maste vara noll.
Det viktiga ar alltsa att expansionen slutar med den kvadratiska termen
och att dessa ar lika, men motriktade, i z- och y-led. De specifika vardena
pa konstanterna (co, ¢z, Cy, Cay, ¢ii) kommer forstas att bero pa vilken punkt

7o som vi anviander for Taylorexpansionen.

0.8

1.0 0.0

Figur 1: Loésningen (¢ = zy) till Laplaces ekvation i tvd dimensioner pa ett
kvadratiskt omrade med randvillkor enligt figuren.



Figur 2: Losningen (¢ = 22 — y?) till Laplaces ekvation i tvd dimensioner pa ett
cirkuldrt omrade med vinkelberoende randvillkor enligt figuren.

Exempel: Losningar till Laplaces ekvation. Tva exempel pa l6sningar till
Laplaces ekvation i ett omrade med givna randvillkor visas i figurerna 1 och 2.

Kommentar

Att ta reda pa precis “hur mycket” villkor, och av vilket slag, man bor
ligga pa filtet pa randen OV &r ju ett matematiskt problem, men det
matematiska svaret pa fragan bor ocksa vara ett svar inom fysik, sé att en
given fysikalisk forutsittning ger en unik 16sning (filtkonfiguration).

Vart randvéardesproblem bestar av den partiella differentialekvationen
A¢ = —p samt nagra randvillkor.

e Vilka randvillkor ger en unik 16sning? Eller hur skall “bra” randvillkor
formuleras?

Antag att ¢; och ¢ bada ar 16sningar.

1 = @1 — ¢o, uppfyller Laplaces ekvation, Ay = 0.

e En trivial 16sning, v = konstant, innebér att 16sningen till Poissons ekvation
ar unik.

Kommentar 3: Eftersom ¢; och ¢o ger samma vektorfilt om de enbart skiljer
pa en konstant.

10



Betrakta nu identiteten
V- (V) = Vi - Vi + YA = Vi - Voo = [Vi]?,
som géller nar Ay = 0. Tillimpa nu Gauss sats pa vektorfiltet 1/)61#
YV - dS = / V- (pV)dV = / IVep|2dV.
av 1% v

e HL &r positivt semidefinit, och noll endast om 1 = konstant.

e Randvillkor som gér VL till noll innebéar darfér det vi vill.
Ytintegralen i VL ar

/ W(V - 2)dS.
ov

Tva faktorer i integranden: ¢ och 61/} - .

Kommentar 4: Den andra faktorn dr “normalderivatan” vid randen, alltsa
riktningsderivatan i normalens riktning.

Kommentar 5: Losningen till Laplaces ekvation ér trivial (konstant) om
den ena eller den andra ar noll pa randen.

Dirichlets randvillkor:
Yv=0padV = Y=0iV
Detta ger att 16sningen ¢1 = ¢ pa randen, dvs

¢|8V = f’

dér f ar en funktion pa randen

Neumanns randvillkor:
(V) -A=0pa dV = 1) =konstantiV

— —

Detta ger att (V1) -7 = (Vez) - # pa randen, dvs
(ﬁ¢)‘av -h= g,
dar g ar en funktion pa randen.

Sammanfattning: Poissons ekvation i volymen V' med nagon kéllférdelning
p har en unik 16sning (sdnér som pa en ointressant konstant) for dessa tva typer
av randvillkor.

11



FFM234, Klassisk fysik och vektorfalt -

Forelasningsanteckningar

Christian Forssén, Institutionen for fysik, Chalmers, Goteborg,
Sverige

Oct 8, 2019

9. Losningar av Poissons ekvation

Vi vet att Poissons ekvation

Ag(r) = —p(F),
har entydiga l6sningar om
olov = f(7) Dirichlets randvillkor
(Vo)|oy -7t = g(F) Neumans randvillkor

dar f och g ar funktioner pa randen V.

Losning av Poissons ekvation

Vi kommer att betrakta fyra olika 16sningsmetoder:

1. Greensfunktionsmetoden. Generell metod, men det ar ofta svart
att finna analytiska uttryck fér Greensfunktionen.

2. Spegling. Ger uttryck for Greensfunktionen i vissa speciella geometri-
er och homogena randvillkor.

3. Variabelseparation. Kraftfull analytisk metod. Riktigt anvéindbar i
kombination med Fourieranalys.

4. Numeriska metoder.

e De tre forstndmnda ar analytiska metoder som vi introducerar for
att ge en fysikalisk forstaelse av 16sningarna.
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e De numeriska metoderna ar forstas viktigast for praktiska tillamp-
ningar. Se datoruppgift.

3. Variabelseparation

e Bygger pa att man loser ekvationerna stegvis for en variabel i taget.

e Problemet skall passa bra ihop med ett visst koordinatsystem.

Exempel: Laplaces ekvation pa en cirkelskiva

e Ap=0,pd o= /22 +1y?<a.
e Betrakta fallet dar randvillkoret enbart innehaller ett vinkelberoende
o(F)|gy = ()

Laplaceoperatorn ar

A_L1O QJriiz
T 000%00 " 207

Malet ar att 1osa ekvationen, samtidigt som vi uppfyller randvillkoret,
genom att separera beroendet pa variabeln ¢ och g genom en ansats av
formen

P(0,¢) = f(0)g9(p)

Exempel. Antag att randvillkoret &r

¢(a,p) = do cosmep,

dar m ar ett heltal.
Vi ansiitter att hela 16sningen har just detta beroende av ¢, sa att

¢(0,) = f(e) cosmep
Funktionen cos me uppfyller

82
87502 cosmp = —m? cos mey,

dvs, den &r en egenfunktion till % med egenvirdet —m?.




Insattning:

1d [/ df(e)
< do

™ e
—— [ o——= ) cosmp — — f(p) cosmp = 0,
odo ) 0?

och om detta skall gélla 6verallt pa cirkelskivan méste man ha

d ( df(e) _
Qd7g (ng > —m?2f(0) =0.

Den partiella differentialekvationen har nu reducerats till en ordinar diffe-
rentialekvation for funktionen f(p)

e Ansatz: f(p) = Ao

e Loser ekvationen med p? — m? = 0, dvs. p = £m, dir minustecknet
véljs bort pa grund av singulariteten i origo.

e Slutsats:

P(0, ) = ¢o (g)m cos mep,

ar en l6sning till Laplaces ekvation pa cirkelskivan med randvillkoret
d(a, p) = ¢o cos mep.

Exempel 2: Laplaces ekvation pa en cirkelskiva med allmint Di-
richlet randvillkor

OBS!

Detta exempel inkluderar Fourieranalys som ej ingar i kursen. Anteck-
ningarna dr endast med for battre koppling till motsvarande material
i andra kurser och for att antyda den mer generella anvindningen av
variabelseparationsmetoden.

Med randvillkoret

ansétter vi losningen ¢(o, ¢) = f(0)g(v).
Laplacianen blir

10 (df(o)\ | flo) &g
<@ F >+ 0

Ad=A(f(e)g(p)) = g(w)gafg 2 g




Detta ger den separerade ekvationen

flo)gle) [ * 10 (0f(0)\, 1 9% _
0? [f(@)wQ( do )Jrg(@)@so?} N

déar den forsta termen i hakparantesen enbart beror pa ¢ och den andra
bara pa ¢. Darmed maste bidgge vara konstanta (for att gélla for alla o, ).
Vi sétter den forsta till —\ och den andra till 4+A.

Studera vinkelekvationen forst

87@2 = Ag(p),

dvs vi kan tolka g som en egenfunktion till 92 /0¢?. Losningen ér
9(p) = Acos(myp) + Bsin(mep),

med egenvirdet A = —m?. Funktionen méaste uppfylla randvillkoret g(0) =
g(2m) vilket ger att m = 0,1,2,... (notera att m = 0 ar meningslés for

sinus-termen).
Den kvarvarande, radiella ekvationen blir nu

19 af(@)) m?
—— o= ) - —5fle=0.
0 de ( de o /@)
o m =0, vilket innebér att g(p) = A
0 ( 0f()\ _ 0f(e) _ 0f(o) _
&Q(Q B0 =0 = Qag =B = 8o = Bop.
Med 16sningen f(9) = A + Bln(g), dir den andra termen motsvarar en

punktkélla i tvd dimensioner (vi skippar denna).
Alltsé ar ¢(7) = A (konstant) en losning om randvillkoret ar h(y) = A

(konstant).

e m > 0, ansitt losning f(g) = CP

—a5 | 0570
000 \" 9o 0
Med lésningen f(p) = Ap™ + Q%, dar den andra termen &ar singular i origo

10 d 2
( p)—m29p:0 = PP 2—mPP2=0 = p=+m

(vi skippar denna).
Med randvillkoret fran ovan h(p) = cosme, f(a) = ¢o far vi 16sningen

6(7) = 00 (2)" cosmp,

Som ovan.




For ett mer allmént randvillkor kan man (Fourier)-utveckla

h’(@) = Z Am COS(mgO) + b SiIl(’ﬁ’L()O)7

m=0

vilket ger 16sningen

o(F) = i Am (g)m cos(my) + by, (§>m sin(mp).

a

OBS: ingéar €j i denna kurs att kunna gora en sadan Fourierutveckling.

Kommentar

Separationsmetoden kan forstas anvidndas med fler &n tva variabler. Vill
man t.ex. anvdnda den i sfariska koordinater, hittar man egenfunktioner
i tur och ordning i ¢, € och r. Se veckans tal. Eller sa hittar man direkt
egenfunktioner pa 52, s.k. klotytefunktioner (se kvantmekanik).

1. Greensfunktionsmetoden

Vi tecknar Poissons ekvation i hela R3,

AG(7) = —p(7).
En 16sningsstrategi som vi har betraktat tidigare ar att:

e Beridkna bidraget till potentialen i punkten 7 givet en punktladdningen
med styrkan ¢ = 1 beldgen i punkten 7.

e Superpositionsprincipen ger potentialen som en summa/integral 6ver kall-
tatheten ganger ovanstaende “Greensfunktion”.

Vi har redan visat att 1
G (7 7) = ==
(N 7) = ]
dér vi fortydligar att detta giller p4 R3. Eftersom en punktkilla i punkten
7= 7' med styrkan ¢ = 1 beskrivs av killtdtheten p(¥) = §®) (¥ — #'), inser vi
att Greensfunktionen loser foljande differentialekvation

AGgs(7,7') = 6B (F = ), (1)

pé hela R3.
Kommentar 1: Notera att Laplaceoperatorn verkar pa variabeln 7 (inte
7). Dvs., A = Ap = 92 + 0 4 0.



Loésningen till Poissons ekvation i R? med en allmén kélla p blir en superpo-
sition

o = [ av 2

R3 Ar|F — 7|

Exempel: linjekilla

Betrakta en linjekélla, p(7) = k§2(p), i R3.
Vi skall integrera 6ver linjekdllan och introducerar koordinaten

! al

=p = p p +2'2,
dar vi noterar att det inte behévs nagot “prim” pa z-riktningen.
Vi sétter in i
k§2(p")
r) = 7)Grs (7, 7")AV' = / dz/dS’
A7) /R3p( )Gel we  Anli— (o + 25)|

Integralen [ dS’ 6ver 2’ och y’ kan enkelt utforas tack vare deltafunk-
tionen. Resultatet:

°° k
9(7) /_Oo : A7 |7 — 2/ 2]

som ar identiskt med den direkta konstruktionen fran kap. 6.

Greensfunktioner for en begrinsad volym med randvillkor. Lat oss
gora denna metod mer generell. Studera Poissons ekvation

AG(7) = —p(F)

e ... inuti en (begridnsad) volym V.

e ... med homogena randvillkor, dvs. f = 0 eller ¢ = 0 pa randen V.
.. for en allmén kalltathet p(7).

Losningen kan skrivas
¢(F) = dV/G(F7F/)p(F/),
V/

dér Greensfunktionen 16ser Ekv. (1) inuti volymen V och med det givna rand-
villkoret.
Att detta ér en losning visas genom inséttning:

Ap(r)=A [ V' GF7")p(F') = AV AG(F,7")p(7")

v’ v’



e Notera att 7-beroendet bara sitter i Greensfunktionen.

e Notera att Greensfunktionen G pa ett omrade V bestdms av formen pa
omradet och av randvillkoren pa V.

e Genom att G(7,7 ') uppfyller det homogena randvillkoret kommer ovansta-
ende superposition ocksa att uppfylla det.

2. Spegling

e Vi sag att 16sningen ¢(7) erhalls enkelt om man har tillgang till Greens-
funktionen. Men denna &r ofta svar att finna.

e For vissa geometrier erbjuder speglingsmetoden ett vildigt elegant sitt att
konstruera Greensfunktionen.

Rita: Faltbilder tre olika konfigurationer med punktladdningar

Skissa faltbilder for tre olika fall:
e En punktladdning +¢ (beldgen i det dvre halvplanet, z > 0);

e Tva punktladdningar +¢ och —q (den forsta i det 6vre halvplanet
och den andra i det undre);

e Tva punktladdningar +q¢ och +¢ (den forsta i det dvre halvplanet
och den andra i det undre).

Betrakta speciellt potentialen vid speglingsytan z = 0.

Fundera: Poissons ekvation

Det forsta fallet ger en potential ¢ som l6ser Poissons ekvation
A¢ = —qd® (),

i hela R3. Vilken differentialekvation 16ser det andra respektive det tredje
fallet om vi begransar oss till 6vre halvplanet?

Betrakta halvrymden {7: z > 0} med ett homogent randvillkor pa planet
z=0:

e Dirichlets randvillkor: ¢ = 0, eller

e Neumanns, % =0.



Kommentar 2: Detta ar ett bra tillfalle att repetera begreppen ekvipotentia-
lytor och faltlinjer (till vektorfiltet —ﬁ(b). Se till att forsta att ett randvillkor
¢ = 0 (Dirichlet) betyder att randen &r en ekvipotentialyta, och att 7 - Vé=0
betyder att faltlinjerna ar parallella med randen.

Betrakta nu en punktladdning beldgen i det 6vre halvplanet. Vi kan inféra en
spegelladdning i det omrade som vi inte ar intresserade av (z < 0). Den paverkar
alltsa inte kélltdtheten i det fysikaliska omradet (z > 0), men hjalper till att
uppfylla randvillkoren.

q
7o
|
—q (Dirichlet)
1) 7 q (Neumann)

Med 7y = (20, Yo, 20) och ™ = (z0, Yo, —20) och:
e ¢; = g uppfylls Neumanns randvillor
e ¢; = —q uppfylls Dirichlets randvillor

dvs potentialen fran den tva punktladdningarna

o(7) =

q q
47T|F*7?0‘ 47T|7?77?1|

I det forra fallet ar faltlinjerna parallella med z = 0 planet, i det senare fallet
ligger ekvipotentialytan ¢ = 0 i z = 0 planet.

Vi kan alltsé konstruera Greensfunktioner fér évre halvplanet med dessa tva
randvillkor. Med Dirichlets homogena randvillkor blir alltsd Greensfunktionen

oy 1 1
GO = =7~ =
dar 7' = (2/,y',2") och 7" = (¢, 3/, —2"), med 2’ > 0.
Notera att G(7,7’) uppfyller AG(7,7') = —§(F — #') 1 det 6vre halvrummet.
Intressant nog fungerar speglingsmetoden &dven for cirklar i tva dimensio-
ner och sfirer i tre dimensioner (i det senare fallet dock endast f6r Dirichlets
randvillkor). Se demonstrationsuppgift.
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10. Varmeledning, diffusionsekvation

Betrakta ett temperaturfilt T'(7, t)
e Pa ett omrade V.
e Med randvillkor langs OV
e [ nirvaro av eventuella virmekéllor.
e Med ett explicit tidsberoende.

Vi soker nu en differentialekvation for detta falt.

Viarmeledning (diffusion)

Vi vet att virme strommar fran varmare till kallare. Det innebér att vi har ett
flode av virmeenergi i en riktning som ar motsatt V7'

-
Antagande 1

Varmestrommen kan skrivas
§=—AVT, (1)

dar A dr varmekonduktiviteten (virmeledningsférmagan), och ¢ ar sjilva
varmeflddet med enheten Js~!m™2.
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Antagande 2

Virmetéatheten € ar proportionell mot temperaturen
e =cpT,
dér ¢ ar virmekapacitiviteten och p ar densiteten.
o [c]=J/m?
o [ =Jkg 'K

o [p] =kgm™?

Betrakta nu en volym V', vilken begrinsas av en sluten yta S = 9V.

e Viarmeenergin i denna volym &r
H= / TcpdV (2)
%
e Utflodet av virme fran denna volym &r

7{) . 7-ds. (3)

Forutsatt att det inte finns nagra varmekéllor i V' maéaste utflodet motsvara
forandringen per tidsenhet av virmen i V'

0H
— = 7-dS. 4
o ()
Med inséttning av ekv. (2) i VL och anvindande av Gauss sats i HL fas
0 -
/ 5 (Tep)dV = —/ V- qdv. (5)
v ot v

Volymen V é&r helt godtyckligt vald, sa likheten méaste gélla for alla volymer V.
I s& fall kan vi sdtta integranderna lika med varandra

0 - - o
En (Tep) ==V -§=V - AVT = ADeltaT. (6)
Om vi nu antar att ¢, p och A ar konstanter, sa kan vi skriva ekvationen som
oT
— = kAT 7
kAT, 7)
dér \
k= —. (8)
cp

Den hér ekvationen kallas for varmeledningsekvationen.



Kommentar

Varmeledningsekvationen &r en kontinuitetsekvation for virmeenergin. Ni
kédnner antagligen igen héirledningen fran det liknande bevis som gjordes i
kap. 4 i kurskompendiet.

Stationidr losning. For en tidsoberoende virmefordelning giller 9T /0t = 0

och darmed
AT =0 9)

som vi kallar for Laplace-ekvation.

Virmekilla.  Vad hidnder nu om vi har en virmekélla i volymen V? Antag att
viirme produceras av en killa med téitheten s = s(7,¢) med enheten Wm™3. D4
maste vi komplettera ekv. (5) med en term {6r denna uppviarmning

/ 9 (Tepyav = / AATAV + / sdV. (10)
v ot v v

Vérmeledningsekvationen (med konstant ¢, p) blir da

o _par+ 2.

ot cp (11)

Kommentar 1: Vi anvinder ibland beteckningen u = s/(¢p), som ocksa kallas
for vdarmekdlltdthet.
Om temperaturfordelningen ér tidsoberoende kan vi skriva ekvationen som

S
AT = -3 (12)

som ar ett exempel pa Poissons ekvation. Hogerledet kallar vi d& for en kallterm.

Exempel: En-dimensionell virmeledning

Betrakta ett omrdde x € [0,L] i en dimension med f6ljande villkor pa
temperaturférdelningen T' = T'(z, t)

e Begynnelsevillkor: T'(z,0) = Tp sin 5*.
e Randvillkor: T'(0,¢) = T(L,t) = 0 (dvs Dirichlets homogena RV).

Kommentar 2: Teckna T'(z,0) och jamfor girna med Neumanns homoge-
na randvillkor som hade stoppat virmetransport genom dndarna eftersom
0T /0x =0 (vid x =0 och z = L).

Finn temperaturférdelningen fér ¢ > 0 i avsaknad av nidgon virmekélla.




Losning: Varmeledningsekvationen ar

OT(x,t) | O*T(x.1)

ot 9x2 0-

Notera att

vilket gor det naturligt att ansétta losningen T'(x,t) = f(t) sin 5~.
Denna ansats uppfyller randvillkoren och begynnelsevillkoret om f(0) =
Ty. Insdttning i virmeledningsekvationen ger

2 ™

sin — = 0,

(1) sin %"E + kf(t)% ;

vilket har 16sningen
f(t) _ Ae—‘/1'2kt/L27
dar A = Ty bestdms av begynnelsevillkoret. Lésningen
T

T(x,t) = Toe™™ */L% gin A

innebér att temperaturen minskar kontinuerligt (flodar ut genom éndarna)
och att en stationér 16sning, T' = 0, erhalls for stora t.

Exempel: Varmeledning med killterm

Granitberggrunden i Sverige innehaller en viss méngd radium, vars radioak-
tiva sonderfall ger en uppvirming som av en rymdkélla fér virme med kon-
stant killtithet pr. Granitens virmeledningsférmiga dar A (i Wm=1K~1).
Lat oss gora det orealistiska antagandet att Jorden alltigenom bestod av
granit med dessa egenskaper. Hur skulle i sa fall den stationéra tempera-
turférdelningen i Jordens inre se ut? Vad blir temperaturen i centrum?

Losning: Vi kan stélla upp differentialekvationen

T
AT = —— 1
. (13)

I sfériska koordinater under antagande om sfirisk symmetri blir ekvationen

10 (,0TY
2 or (7‘ 87“) =-Q, (14)




dér @ = pr/\. Vi kan skriva detta som

% (7’22:) = —Qr?, (15)

och sedan integrera en gang.

o1 1
204 1.3
ey = 3Qr + A, (16)

dir A #r en integrationsvariabel. Om vi dividerar med 72 far vi

oT 1 A
= - . 1
or 3QT + r2 (17)
Integrerar vi &n en gang far vi
1 A
T@perﬂ—7+B, (18)

dér B &ar &nnu en integrationsvariabel. Vi maste nu bestdmma virden pa de
bada integrationsvariablerna. Forst kan vi notera att det inte finns nagon
varmepunktkélla, s& temperaturen inte bor bli odndlig i Jordens inre, dvs
A=0.

For det andra noterar vi att temperaturen vid jordytan, r = R, ar
praktiskt taget 0 jamfort med temperaturen i Jordens centrum, sa vi far
ekvationen

o:-é@R?+B. (19)

vilket ger B = QR?/6. Fysikaliskt sa &r B temperaturen i Jordens centrum.
Om vi sitter in realistiska virden pa pr = 5 x 1078 Wm™3, X\ = 3,5
Wm K™ och R =6,4x 10% m, s& far vi B = 6 x 10° K, vilket ar en
grov Overskattning av den verkliga temperaturen.

Greensfunktioner for virmeledningsekvationen

e Kan vi anvinda Greensfunktioner for att teckna 16sningar till allmédnna
kallférdelningar?

e Notera att filten (temperatur, virmekélla) dr bade rums- och tidsberoende.

e Ja, det kan man - Greensfunktionen &r da 16sningen (med givna randvillkor)
till virmeledningsekvationen for en punktkélla i bade tid och rum.

Kommentar 3: En punktlik energikélla som bara existerar under ett 6gonblick,
men &r precis sa stark att den tillférda energimédngden ar édndlig. Fundera pa
hur temperaturféiltet borde se ut.



Vi soker alltsa 16sningen till Greensfunktionsekvationen svarande mot virme-
ledningsekvationen:

(gt — k:A) G ;7' ) =P (F—7)5(t —t)

pé hela D-dimensionella rummet R”. Finner vi lésningen till denna ekvation,
kan 16sningen till virmeledningsekvationen for godtycklig kallférdelning u skrivas

T(7,t) :/ dt’/de’G(m;FQt’)u(Fﬁt’)
vilket ses genom direkt inséttning
9 — kA ) T(7,t) = /Oo dt’/de’ 9 — kA ) G(F 7 (!
at 9 oo at Y ) )

:/ dt’/de’cSD(F—F’)d(t—t’)u(f”,t’):u("',t).

~—

som alltsé visar att virmeledningsekvationen uppfylls for detta 7.

e Vi studerar l6sningen pa ett odndligt, D-dimensionellt rum.

e For det forsta kan vi anvanda translationsinvarians i rum och tid for att

skriva G(7, t;7/,¢') = G(Ff = 7', t = ).
e Foljande 16sning uppfyller ekvationen

STyl A O’(t—t/) *%
GUr=rt=t) = =yt

déar o(t) ar stegfunktionen som tar vérdet 0 for ¢ < 0 och 1 for ¢ > 0.

Faktorn o(t — t') gor att en kiilla vid tidpunkten ¢’ bara kan péaverka vad
som hénder vid senare tidpunkter ¢ > ¢/, s vi har kausalitet.

Skissa Greensfunktionens utseende for olika ¢:

e den borjar som en deltafunktion vid ¢t — ¢/ = 0™

e for att ndr tiden gar bli bredare och ldgre, hela tiden med Gaussisk form.



Glz.t)

1.0

Kommentar

Det faktum att rumsintegralen av G ar konstant i tiden {6r ¢ — ¢’ > 0,
/ dPx G(7, 7 t,t') =1,
RD

ar ett uttryck for energins bevarande, och naturlig om vi minns att vi kan
se varmeledningsekvationen som en kontinuitetsekvation.

Virmeledningsekvationen heter pa engelska “the heat equation” Dess Gre-
ensfunktion kallas “heat kernel”, pa svenska ibland “varmekéarna”.



Viarmeledning (konvektion)

e Ovan har vi enbart behandlat virmeledning via diffusion.

e Konvektion erbjuder betydligt effektivare virmetransport for fluider (véts-
kor och gaser) genom att varm materia strommar.

e Vi beskriver detta med en virmestréom
Jronv = pcT'V
som skall adderas till diffusionsstrémmen fran tidigare
Guir = —AVT.
Kontinuitetsekvationen for virmeenergin séger att

or = = ~
E(Tc'o) = -V -7= -V (Gt + Gronv)-

Antar vi aterigen att ¢, p och A ar konstanter (notera att detta innebér att
V-4 x dp/0t =0) far vi
oT - u
— + V- VT = kAT + —, 21
5 + U + " (21)

dér vi ocksa inkluderat moéjligheten att det finns viarmekéllor.
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11. Elektromagnetiska fialt och Maxwells ekvatio-
ner

Vi startar med att betrakta statiska elektriska och magnetiska (elektrostatik
och magnetostatik) for att sedan ta med tidsberoendet och se hur det innebér en
koppling mellan de tva falten.

Maxwells ekvationer (tidsoberoende filt)

Elektrostatik. Statiska elektriska falt E(F) uppfyller

V- E=L (1)
€0
VxE=0 (2)

e p(7) = elektrisk laddningstéthet.
o ¢o = dielektricitetskonstant i vakuum

Den andra ekvationen séger att elektrostatiska félt ar rotationsfria (6 x E = 0)
och ddrmed konservativa.
E=-V¢,
dér ¢ ar den elektrostatiska potentialen.
Den forsta ar Gauss lag och sdger att elektriska félt kan ha elektriska
laddningar som kéllor. Den elektrostatiska potentialen uppfyller ddrmed Poissons

ekvation
Ap=-L

€0


http://fy.chalmers.se/subatom/tsp/

Magnetostatik. Statiska magnetiska falt E(F’) uppfyller

V-B=0 (3)

V x B = poj (4)

dér den forsta sdger att det inte finns nagra magnetiska laddningar och den
andra &r Amperes lag.

e 7(7) = elektrisk stromtéthet.
e 1o = magnetisk permeabilitet i vakuum

-

Den forsta ekvationen séger att magnetostatiska filt ar divergensfria (V - B= 0)
(eller kallfritt) och kan uttryckas med en vektorpotential

B=V x4,
dir Gaugeinvarians innebér att vektorpotentialen inte ar fullstdndigt bestamd
A(F) = A(F) + VA(F).

Detta gor det mojligt att véilja Gaugeparameter sa att V-A=0och vektorpo-
tentialen uppfyller Poissons ekvation

AA = —po].

SI enheter

po =4r-107" TA Im~!

1
/1060—07

¢ = 299792458 ms ™!

Exempel: Bestdmning av elektriskt falt

En elektrisk laddning @ ar jamnt fordelad i en sfar med radien a. Den
omges av ett tunt sféh;iskt skal med radien 2a och laddningen —(@). Bestdm
det elektriska faltet E(7) och potentialen ¢(7) Gverallt.

Losning: P& grund av att laddningsférdelningen har sfirisk symmetri,
s& blir F, = Ey = 0, och E, beror inte pa 6 och ¢. Vi kan da berdkna
E, med hjilp av Gauss lag genom att infora en sfirisk volym med radie r
och begréansningsyta S,. Ytelementet blir dS = #r2sin 0dfdy. Gauss lag




for det elektriska faltet blir

j[ E.dS = // E,r? sinfdfdy = 1 p(r)dV = &7 (5)
S, 0Jv

€ €0

dar p(r) = eoﬁ - E &r laddningstiatheten och @, alltsa &r den inneslutna
laddningen.

Om vi borjar med fallet att sfaren har en radie r» > 2a, sé ser vi att den
totala inneslutna laddningen &r @ — @ = 0. Alltsa har vi att

7{ E-dS = / / E,r?sin 0d8dy = 0, (6)
Sy

och av detta foljer att att E, = 0.
Om sfiren har en radie r sa att a < r < 2a, sa 4r den laddningen, som
S innesluter, Q. Da ger oss Gauss lag att

ﬁrﬁ'd‘g:@' (7)

€

(=)

Integralen i vansterledet har virdet
]{ E-dS = // E,.r?sin0d0dp = 4mr?E,, (8)
Sr

och vi kan 16sa ut
B--L ¢

dmeg r2’

(9)

Slutligen har vi fallet att sfirens radie r < a. Eftersom laddningen @) &r
jamt fordelad 6ver volymen, s& innebéar det att sfaren innesluter laddningen

0 (5)3. (10)

Gauss lag ger oss alltsa

ﬁrﬁ-d§:2(£)3, (11)

vilket blir

3
472 E, = Q <C) . (12)
€y \a
Vi kan nu 16sa ut 1 0
r
E,=——. 13
47eq a® (13)




Om vi nu sammanfattar vara resultat, s har vi for det elektriska faltet

1 Q
47‘(‘60(17;‘ r<a
E, = 47350% a<r<2a (14)
0 r > 2a

Vi skall nu utnyttja detta fér att bestimma potentialen, for vilken det
géller att E= fﬁ(b. Eftersom enbart den radiella komponenten av E-filtet
ar nollskild har vi att E, = —3,¢. I vart fall kan vi uttrycka potentialen
som integralen

/rooErdr/Tooargbdrgb(r)qs(oo)_ (15)

Vi sédtter potentialen till 0 i odndligheten och borjar med att bestdmma
potentialen for intervallet » > 2a. Eftersom E, = 0 hir sa foljer det att
ocksa potentialen blir 0.

Potentialen skall ¢verallt vara kontinuerlig, vilket inte behoéver vara
sant for FE-filtet. Nar vi gar till intervallet a < r < 2a sa kan den Gvre
integrationsgriansen séttas till 2a, eftersom potentialen ar 0 utanfor.

qﬁ(r)z/ia L Q4 @ {—Ta— © (1—1>. (16)

47eq r2 S 4meg \r  2a

Speciellt sa lagger vi mérke till att potentialen i punkten r = a blir

b(a) = 2 (17)

Smega”

Det enklaste séttet att garantera att ¢ blir kontinuerlig vid » = a &r nu att
skriva potentialen for » < a som
(') a 2 a
Q Qr Q Qr
= E d = d = P =
o (T) /7: rdr 3 + T + 8’/T60a3 .

TEQQ » Admegad 8mega

Q ., Q @ @ @ Q2

8mega  8mega  8megad®  4mega  8megad  8meg  ad

(18)
Vi kan till slut sammanfatta potentialen som
87?50 2aZ§T2 r<a
¢(T) = 4meg (% - i) a S r S 2a (19)
0 r > 2a




Exempel: Bestdmning av ett magnetfilt

En oédndligt lang rak ledare har ett cirkuldrt tvéirsnitt med radien a och
leder en likstrom med stromstyrkan I. Anvind Amperes lag for att hirleda
magnetfiltet i och kring ledaren om materialet i den antas homogent och
isotropt.

Losning: Det elektriska filtet ar stationért i detta fall och vi kan da
anvinda Amperes lag utan nagon forskjutningsstrom

/ mé.dg:uo/ 7-d8 = pol,, (20)
S

P Sp

dér I, dr strommen som passerar genom en tvirsnittsyta S, som &r en
cirkelskiva med z-axeln som centrum och radien p. Anvinder vi Stokes sats
far vi

]f B-d = o, (21)
s,

dér vi later 0S5, vara randen till S,, dvs en cirkel som genomldps moturs.
Forst tittar vi pa fallet att cirkelns radie p > a. Strémmen &r da I, och
Amperes lag ger oss

f B di = pol. (22)
as,

Vi vet att om den elektriska ledaren sammanfaller med z-axeln sa &r
magnetfiltet riktat i ¢-riktningen. Integralen blir da

f B - dF = 21pB,,. (23)
as,
Vi kan nu 16sa ut /
o= £ (24)
2mp

I fallet att cirkelns radie p < a sd antar vi att strommen &r jamnt
férdelad i traden, vilket ger oss att den inneslutna strémmen blir

I,= (3)2. (25)

a

Integralen blir nu

. 2
j{ B -di=2mpB, = pol (8) . (26)
as, a
Vi kan da 16sa s
Hod p
B, = ——. 27
¥ 21 a2 ( )




Sammanfattningsvis har vi alltsa att B= B,é, med

ol
p>a
B, =4 ?2m (28)
’ {s;fxi p<a

Exempel: Bestamning av vektorpotentialen

Betrakta en elektrisk ledare parallell med z-axeln. Genom ledaren flyter en
strom I. D& omges ledaren av ett magnetfélt

_ I
B=H"s
2w p

Bestdm vektorpotentialen A och finn den differentialekvation som beskriver
detta falt.

Kommentar 1: Notera att magnetfiltet uppvisar en singularitet.
Kénns den igen? Det ar filtet fran en virveltrad.

Notera att . ) .
R T Y Y
B=VxA=-\0, 0, 0,
PlA, pA, A,
Vi kan déarfor bestdmma vektorpotentialen ur ekvationerna
10A A
104, 04, =0 (29)
p Oy 0z
0A 0A, 1
7 TR Ho £ (30)
0z Jdp 2w p
och 170 9A
— | == (pA,) — =L| =0. 31

Vi skall finna en vektorpotential s& att dessa ekvationer uppfylles. Vi provar
med A, = A, =0 och A, # 0. Denna ansatz ger

T Ho P .
A=——TIlog—3, 32
o108, (32)

dar pg ar en godtycklig konstant.
Lat oss nu betrakta Amperes lag i det tidsoberoende fallet

poi="V x B. (33)




Om vi nu erséitter B med V x A s har vi
V XV x A= poj (34)
For vansterledet har vi réknereglen

ﬁxﬁxA’:V(V-ﬁ)—ﬁﬁf (35)

Den frihet, gauge, som vi har i att bestdmma A gor det alltid mojligt att
garantera att V - A = 0, sa vi kan reducera ekvationen till

o

V2A = —poJ, (36)

och vi har pa sa sdtt kommit fram till en Poisson-ekvation fér vektorpo-
tentialen. Notera att gauge-valet V - A = 0 faktiskt ar uppfyllt for den
vektorpotential som vi konstruerade ovan.

Maxwells ekvationer

Kommentar 2: Maxwell satte 1864 upp fyra stycken ekvationer som gav en
fullstandig beskrivning av ett elektromagnetiskt falt. Dock, som vi skall se,
inskréankte sig hans eget bidrag till en term i en av ekvationerna.

For tidsberoende falt finns det en koppling mellan elektriska och magnetiska
falt.

EM koppling 1: Kontinuitetsekvationen (konservering av elektrisk
laddning). L&t oss betrakta sambandet mellan elektrisk stromtéthet och
(rotationen av) ett magnetfilt. Detta samband har konsekvenser f6r kontinuitet-
sekvationen for elektrisk laddning

dp =
9P_ .7
ot J
fran Amperes lag far vi ndmligen att HL i kontinuitetsekvationen blir

vj:iv(ﬁxaza

enligt raknereglerna for vektoroperatorerna. Detta skulle betyda att

o _

ot =0

vilket ar orimligt! For det betyder att det inte gar att flytta en elektrisk laddning.
Maxwells 16sning var att ldgga till en term (forskjutningsstrommen)

. . OE
V X B =poj+ Ho€o - (37)



Notera att den extra termen betyder att kontinuitetsekvationen uppfylls
eftersom L
- 1o /=2 = OV-E) 0p
_v.-’:_fv.(VxB> = =/ -
I T T ot’
dér vi har utnyttjat Gauss lag.

EM koppling 2: Induktion (Faradays lag). Vi har sedan tidigare funnit
att elektriska laddningar kan skapa elektriska falt och att elektriska strommar
kan skapa magnetfilt.

Vi vet dock att elektriska filt ocksa kan skapas genom induktion. En for-
dndring av det magnetiska flodet, ®, genom en elektrisk ledare inducerar en
spanning, U, i ledaren da det magnetiska flodet fordndras.

4o
U=—— 38
e (38)

dar ® ar ett magnetiskt flode genom ytan S

@:/é.di (39)
S

och U ar den inducerade spidnningen langs randen 0.5

U= f{ E - drF. (40)
s
Vi séatter nu Ekv (40) och (38) lika med varandra och far Faradays lag pa
integralform
. B .
f E-dif=— 6— -dS.
s s Ot

Anvénder vi Stokes sats pa VL far vi Faradays lag pa differentialform (notera
att ytan S ar helt godtycklig)

VxE=——. (41)

Kommentar 3: Det elektriska faltet dr inte langre konservativt vilket ju
modifierar en av vara ekvationer.
Vi far nu alltsa att Maxwells ekvationer blir

Maxwells ekvationer




vV-E="L (42)
€0
. - 0B
E=-2 4
V x 5 (43)
V-B=0, (44)

- . 0
V X B =poj+ Hoco o

e Ett allmint filt E kan vi alltid dela upp i en del som &r virvelfri, och en
del som ar kallfri.

e For ett elektrisk falt géller alltsa att den virvelfria delen kan skrivas som
—V¢. Enligt induktionsekvationen &r

- - OB 9VxA) o 04

Alltsé kan vi skriva den kéllfria delen av E som —0A/dt, si att vi totalt har
E=-V¢——. (46)

Maxwells ekvationer i vakuum och den elektromagnetiska
vagekvationen

OBS!

Resten av dessa anteckningar behandlar kap 11.3-11.7 som ej ingar i kursen.
Anteckningarna ar endast med for battre koppling till motsvarande material
i andra kurser.

e En mycket viktig konsekvens av Maxwells ekvationer ar att det existerar
vaglosningar.

I vakuum (p = 0 och 7= 0) blir Maxwells ekvationer

V-E=0 (47)
. . 9B
VXE= o (48)
V-B=0 (49)
. OF
B = -
V x €Ho 5, (50)

Ne



Vi kan nu till exempel berdkna rotationen av induktionsekvationen Ekv. (48)

— — —

e N oo . 9B AV x B)
= . — 2 = — e ——
VXVXEfV(V E) VIE = -V x o S (1)

Vi kan nu utnyttja att V- E = 0 och Ekv. (50)

o o B) OF O0%E
- V’E = ~ 500

ot~ oHo g (52)

Eftersom egpo = 1/c? kan vi skriva detta

vilket ar en vagekvation.

Exempel: Vagekvationeni D =1

Betrakta filtet £ = E(z,t) i en dimension och motsvarande vigekvation

0? 1 0?

Ekvationen har d& 16sningar pa formerna Ey = Eysin(kz — wt) och E_ =
Ey sin(kx 4 wt), vilka beskriver vagor och motiverar varfor Ekv. (53) kallas
for vagekvationen.

Med denna ansatz (E;) ger vagekvationen

2
—k2+w—2:0 = w=ck|,
c

vilket kallas for en dispersionsrelation.
Rita 4: funktionen E(z,t) med en z-axel och en t-axel. Illustrera
vaglangd och periodtid.

e Vid given tid ¢: samma fas da z — = + 27”
e Dvs vagldngden )\ relaterar till vdgtalet k enligt A\ = 27"
e Vid givet x: samma fas da t — ¢t + %’T

e Véghastigheten finner vi genom att notera att x — ¢ = konstant
beskriver punkter med samma fas. Detta ger

10



w dr w
dz — —dt=0 = — =—

Tk at &

Hastigheten ar alltsa v = w/k = ¢. Ljushastigheten!

I rummet kan vi skriva 16sningarna
E = Egexp (Z(E = wt)) = {Véilj k= kﬁc} = Eyexp (i(kz — wt)).

Den fysikaliska losningen ar (antingen) real- eller imaginirdelen av ovanstaende.
Det betyder alltsa att 16sningen och tolkningen ar analog med D = 1-exemplet
ovan.

Elektriska och magnetiska vagor. En motsvarande vagekvation for mag-
netfiltet kan ocksa hérledas. Man finner darfor

E(7,t) = Egexp (Z(E 7 — wt))
B(7,t) = By exp (i(E e wt))
Hur forhaller sig polarisationsvektorn Ej till By och till riktningen pa k?
o Sitt k = nk = ne.
e Exponenten blir d& (k - 7 — wt) = “(n-r—ct).
e MEL: V- E = 0, vilket ger 7 - Ey = 0.
Visa gérna detta med indexnotation
V-E= 0;Ey,; exp (ig(nm — ct)) = Eo; (8]- {igan exp (ig(nmrm — ct))
c c c
={0;m =6} = igEo’jnj exp (ig(nmrm — ct))
¢ ¢
=i%h- Egexp (zg(ﬁ ST — ct))
¢ ¢
e Pss ME3 gerﬁ~§0:0
e Filten ar alltsa vinkelrdta mot vagens rorelseriktning.
o ME2 séiger att i% (7 x Ey — cgo) =0, dvs By = %ﬁ x Ey.
e E- och B-filten ar alltsd vinkelrdta mot varandra.

e De tva mojliga riktningarna pa polarisationsvektorn Eo motsvarar de tva
mojliga polarisationerna hos elektromagnetisk stralning.

Den elektromagnetiska vagen bestar darfor av svingande elektriska och magne-
tiska falt, vilka genererar varandra

E(7t) = Eyexp (i%(ﬁ-?—ct)), By =0 (55)

T Lo = W

B(7,t) = —f X Egexp (z;(n-r—ct)) (56)
c

11



Vagekvationer for potentialerna
e Hur blir Maxwells ekvationer nar filten uttrycks i potentialerna ¢ och A.

e De tva homogena ekvationerna (... = 0) &r de som gor att félten kan
uttryckas i termer av potentialer.

Satt in uttrycken

, _ . 9A
E=-V¢— —
Ve ot
B=VxA
i de inhomogena ekvationerna:
N e e A
ViE=) V.(-Vo-5)=2L,
( ( ¢ ot ) €0
.. OE . e . 18, o 04
B - —z) A)— S (=Vo— ) = poJ.
(Vx B—enos, Vo (Vx A) = 55 (=Vo = =5) = o]
e Ett gaugeval for vektorpotentialen forenklar ekvationerna avsevéart
e Vilj gaugeparameter sa att V-A= —c%%.

Den forsta ekvationen blir

- . 04 9 = - 1 92
A2 <—v¢ - 8t> - —Ad)—&(V-A) = {Gaugeval} = (—A + 02(,%2) 6 =—0o,

déar d’Alembert-operatorn 00 = (A — C%g—;).

For den andra ekvationen utnyttjar vi att

V x (ﬁ X ff) =V (ﬁ . ff) — AA = {Gaugeval} = —V (;?f) — AA.

VL i den andra inhomogena ekvationen blir darfor

1 0(Vo) - 10Ve  19PA o
e o Mtae Tage m A

e Vi far alltsa inhomogena vagekvationer for potentialerna

Op=-2,
€0
DA = —poJ,

e Man kan anvinda Greensfunktionen for vagekvationen for att skriva ned
generella 16sningar nir laddningar och strommar &r givna.

12



e Greensfunktionen ar 16sningen till féljande vagekvation
162
c2 Ot?

For enkelhets skull kan vi ta 7/ =0, ¢ = 0.

Greensfunktionen ar

OG(7,t;7',t) = (A VG(F 7 V) = =03 (F — 7)ot —t').

1
G+(7_",t, 0,0) = ﬂé(?” — Ct)

7

e Detta dr vad som brukar kallas en retarderad Greensfunktion.

e Termen kommer sig av att en kélla bara paverkar félt vid efterfcljande
tider (ljuskonen r = ct).

Kommentar 5: Ekvationen ar symmetrisk under ¢ — —t, vilket innebér att
det ocksa finns en avancerad Greensfunktion G_ o §(r + ct).

Huygens princip

Det &r virt att notera att det intuitivt “sunda” antagandet att Greens-
funktionen endast har stéd pa ljuskonen faktiskt &r mer subtilt d4n det
verkar. Det gar under namnet Huygens pricip. Det visar sig vara sant i
ett udda antal rumsdimensioner, men falskt i ett jamnt antal. I ett jAmnt
antal rumsdimensioner har Greensfunktionen stod inom ljuskonen, inte
endast pa den. I tva dimensioner har man t.ex.

o(t)

G (7,1,0,0) ={ 2my/(e?=r?”

0 annars.

r < ct,

Tank pa en sten som sldpps i en vattenyta. En punkt pd ytan paverkas
inte bara just da vagfronten passerar, utan &ven vid alla senare tidpunkter.
Tvadimensionell musik ar kanske problematisk...

Man maéste forstas kunna bekréfta att man far ratt uttryck for en statisk
laddningsférdelning. Om p &r oberoende av tiden ger Greensfunktionsmetoden

0 =1
¢(Fu t) = / dv// dtlmGJr(F,t,Fl,tl)
R3 — 00 €0

_ o VR Gl B Y VIR
_/dev /_Oodt = 7 = el 1)
v P

={c(t—t)=(z—2') = c rsvinner} = —0 7
{ ( ) ( ) Vv } RS 471'60|77—’FI|,

vilket ar identiskt med vad man far med hjilp av Greensfunktionen fér Poissons
ekvation.

13
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12. Tensorer

-
Introduktion till tensorbegreppet

e Fysikaliska lagar skall inte bero pa i vilket koordinatsystem de be-
skrivs.

e Detta kan vi astadkomma genom att skriva dessa lagar som en
likhet mellan tva objekt vilka vi vet transformerar likadant under en
koordinattransformation.

e Vi kommer att kalla sddana objekt for tensorer.

e T.ex. ar en skaldr en tensor av rank-0, en vektor dr en tensor av
rank-1.

e En invarians hos sddana fysikaliska lagar kan kopplas till en sym-
metri (t.ex. rotationssymmetri). Invariansen kan kodas in genom att
anvianda “tensorspraket”.

e Vi kommer att betrakta transformationer i rummet mellan Cartesiska
system. Formalismen kan dock generaliseras till stérre symmetrier.
T.ex. Lorentzinvarians i speciell relativitetsteori vilken involverar
rum-tiden (fyra dimensioner); och mer allmédnna koordinattransfor-
mationer i rum-tiden i allmén relativitetsteori.

Plan:

e Hur beskriva transformation mellan Cartesiska koordinatsystem
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e Transformationsegenskaper hos: Skalar, vektor, ... generell tensor
e Visa att diverse objekt verkligen ar tensorer

e Fysikaliskt exempel: Troghetstensorn

Koordinattransformationer

Nér vi byter koordinater fran ett Cartesiskt hogersystem, med koordinater x;,
till ett annat (med origo i samma punkt), med koordinater z}, relateras

z; = Ljjz;, (1)

dir L dr en ortogonal matris som uppfyller LL! = I = L!L. Fran detta foljer
direkt att det(L'L) = det(L)? = detI = 1 vilket ger det L = +1.
Ett allmént uttryck f6r determinanten av en (3 x 3)-matris &r

detM = EijleiMQngk (2)

Kommentar

Kontrollera géarna. Detta uttryck ger en summa med sex nollskilda termer
(3 positiva och 3 negativa) vilket alltsd motsvarar determinanten.

Rita

z'y’ 2’-system som ar roterat en vinkel « i xy-planet relativt ett zyz-system.

x’ cosa  sina 0 T
y | =|—-sina cosa 0 |y (3)
2 0 0 1 z

Kommentar

Om L transformerar ett hogersystem till ett hogersystem géller plustecknet,
det L = 1. Kolla exemplet ovan att L'L = 1.

I indexnotation blir villkoret pa transformationsmatrisen

0ij = (LtL) = (Lt)z.k Lyj = Ly L. (4)

ij



89:;
ox;

Notera att vi genom att derivera Ekv. (1) kan skriva matrisen L som L;; =

. Eftersom matrisen dr ortogonal géller den inversa relationen x; = Lji:v;,
awi

och vi har dérfér ocksa Lj; = g7
j

Bevis av invers relation

Starta fran transformationen 2 = L;;jz; och multiplicera med inversa
transformationen L’

(L) kiwi = (L)wiLijwj = Oujwj = @, (5)
Vi noterar att (L%)g; = L;i i viinsterledet s att vi far den inversa relationen
Lixx}, = xp. Fran detta uttryck byter vi bara namn pa indexen: i — j,
k — i sa att

Skalarer och vektorer

En skaldr s (= enklaste exempel pa en tensor) kdnnetecknas av att den tar
samma varde i alla koordinatsystem, dvs. s’ = s.

Kommentar

Det ar viktigt att forsta att det ar transformationsregeln som ar det viktiga.
Det racker inte med att “s &r ett tal”.

Rita

En punkt P i ovanstdende tva koordinatsystem och illustrera dess x’- och
z-koordinat.

Sélunda &r z-koordinaten for en punkt i R? inte en skalir, medan t.ex.

temperaturen i en punkt ar en skaldr.

En vektor ¢ dr en uppséttning tal som beter sig likadant som ortvektorns

komponenter nar vi byter system, dvs.

v; = Lijv; (7)

Kommentar




Det ar denna transformationsregel som definierar vilka uppséttningar av
tre (eller D) tal som far privilegiet att kallas vektor.

Tensorer

Kommentar

Nu ar det rattframt att ga vidare och definiera objekt, tensorer, som har
fler 4n ett index. En matris kan, som vi redan sett, skrivas som en tensor
med tvé index, Tj;. Men inget hindrar att man har ett godtyckligt antal,

Sag p.

Transformationsregeln for en tensor med tva index (tdnk matris) ar
T;; = LirLjiTh (: LT (Lt)lj) , (8)

vilket ju motsvarar T = LTLE.
En tensor med p index (en tensor av rank p) skrivs Tiyiy...5,- och allmént

Ty, ..j,- (9)

Poédngen med detta ar att man kan multiplicera samman tensorer och vara
sidker pa att resultatet blir en tensor.

T i =Lij ... L

p ipJp

Skaldrprodukt

Ar @ - ¥ en skaldr? Hur beter den sig vid ett koordinatbyte?
wjv; = Liju; Ligvr, = 0j5uv, = Ugvg (10)

Resultatet ar alltsa oberoende av koordinatsystem, dvs det ar en skalar.
Ovanstaende visar att summan av produkterna av tva vektorers kompo-
nenter blir densamma nér vektorerna uttrycks i det primmade respektive
det oprimmade koordinatsystemet.

Produkt av tensorer. Produkten av tva tensorer ar ocksa en tensor.
® c;; = a;b; ar ocksa en tensor.

e u; = M;;v; ar ocksa en tensor.



Kommentar

For det andra fallet har vi Mi’jv} = L Lji My LjmVm = L0 Moy, =
L Mypvy = Liguy, (dér vi i forsta steget har anvant att L ar ortogonal).
Om M;; och v; &r tensorer dr alltsa dven w; det. Det allménna beviset
gar likadant (och innefattar forstas det faktum att skaldrprodukten av tva

vektorer dr en skaldr).

Exempel: Kryssprodukt

-,

Ar (@xb); = €ijkajby en tensor? Dvs ér resultatet en vektor?

Kommentar

I linjar algebrakurserna har ni sidkert visat att detta ar en vektor.

Réknereglerna ovan ger att vi bara maste visa att £;;; 4r en tensor.
Transformationsreglerna séger:

E;jk; = LilemLk:nElmn (11)

Vi kommer att visa att € ar helt invariant under koordinattransformationer.
Men 1at oss forst visa att sgj . ar antisymmetriskt. Byt plats pa tva index

5;‘1‘]@ = leLim,LknEZmn = ijLilLkngmln = *LilemLknglmn = 7€;jk7
(12)
dér vi forst bytte namn pa tva summationsindex, och sedan bytte plats pa
dem i e-tensorn och utnyttjade att den &r antisymmetrisk.
Den bevisade antisymmetrin betyder ju ocksa att element med tva lika
index maste vara noll. T.ex. €}, = —¢l.,.
623- i ar alltsa proportionell mot €;;5. Visa dérfér en permutation, t.ex.
ijk = 123.
8’123 = LllLQmL?mElmn =detL = +1, (13)
for en hogertransformation.

Sa s;jk = €45k, Levi-Civita-tensorn &r en invariant tensor. Den enda
andra invarianta tensorn dr Kroneckers delta. Visa sjilv att d0;; = d;;.

Vektoroperatorn. Vi behéver ocksd kunna derivera. Lat oss visa det litet
triviala pastaendet att gradienten av en skaldr dr en vektor. Vi utgar fran

skalirfiltet ¢ och har alltsé att ¢/ = ¢. Vi har (Vg); = ¢/ = $255 =
Lij 22

i Lj,j(ﬁd))j. Detta visar att 9; ar en vektoroperator, och man kan sedan




anvinda den for att konstruera andra derivator (divergens, rotation osv.). Samma
regler géiller fér 9; som fér andra tensorer.

Troghetstensorn

Ett annat klassiskt exempel ar troghetstensorn,
Iij = / 1% p(’l“zdij — xixj), (14)
\%

som man riknade ut i stelkroppsdynamik. Den relaterar rorelseméngdsmo-
mentet till rotationsvektorn enligt L; = I;;w;. I och med att den innehéller
upprepade kryssprodukter ar det enklare att hiarleda den i tensorformalism.

Ett litet volymelement dV av en stel kropp har massan dm = pdV,
och om kroppen roterar med en rotationsvektor w; har det hastigheten
v; = (@ X 7); = €;5w;j k. Dess rorelseméngd ar dp; = dmv; = dme;jrw; k.
Bidraget till rorelseméngdsmomentet fran volymelementet &r

dLi = Eijk.%'jdpk = dmsijkacjsklmwlmm = dm(éiléjm — 5im5jl)wj$mwl

= dm(rzwi - I‘iIEj(JJj) = de(rzdij - xixj)wj (15)
och totalt blir detta
L; :/ AV p(r?0ij — wizj)w; = Lijw;, (16)
Vv

dér vi alltsé definierar troghetstensorn i det sista steget.
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Repetition

Kapitel 1 Falt och derivator: Introducerande kapitel.
Nivaytor och faltlinjer for att visualisera falt.

Kapitel 2,3,4 Koordinater, integraler, integralsatser: Matematiska verk-
tyg
MEN vi vill betona fysiken

e derivatan av ett filt har en fysikalisk betydelse

e integralen av ett falt har en fysikalisk betydelse

Kurv-, yt-, rymdintegraler: Kan vi anvinda oss av en integralsats (se 16s-
ningsstrategi fran kap. 4).

Kapitel 5, 12 Indexnotation, tensorer: Fundament

Dessa kapitel ger fundamentet for vad som definierar en skaldr, en vektor
(tensorer). Viktigt for framtida kurser. Men indexnotation erbjuder ocksa ett
kraftfullt verktyg att hirleda vektoridentiteter.

Kapitel 6, 7 Singulira falt, deltafunktioer:

Introducerar singuléra falt (kéllor, virvlar) och ger verktyg for att hantera dessa
matematiskt.

Kapitel 8, 9 Potentialteori, Laplaces och Poissons ekvationer: Kronjuvelerna

Vi kommer fram till de generella differentialekvationerna som styr fysikaliska
falt och diskuterar hur vi skall 16sa dem (se nedan). Dessa avsnitt dr nagot av
kronjuvelerna i denna kurs.

Kapitel 10, 11 Varmeledning,elektromagnetism: Tillimpningar

Ger en tydligare fysikalisk tolkning av det vi har lart oss genom ganska konkreta
exempel.
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Nagot mer om losningar av differentialekvationer

Olika l6sningsstrategier ldmpar sig olika vil f6r olika problem. Hér listas nagra
problemtyper:

e Symmetrier: Kan man inse att faltet bara beror pa en koordinat? Da
blir differentialekvationen mycket enklare och den gar oftast att integrera
direkt. Notera att detta ger integrationskonstanter vilka maste bestdmmas
(fran randvillkor, existens av singuléra kéllor, etc). Ett alternativ kan vara
att anvanda Gauss sats for att fa ett uttryck for vektorfaltet.

e Vinkelberoende randvillkor: Gor en lésningsansats som kan uppfylla
randvillkoret och som samtidigt ar en egenfunktion till Laplacianen (cos 6,
sin 0, konstant). Detta gor att differentialekvationen separeras i tva delar
som kan losas var for sig. Metoden kallas for variabelseparation.

o Helt allmén metod: Greensfunktioner. Gor differentialekvationen till en
integralekvation. Problemet blir att finna Greensfunktionen (och eventuellt
att 10sa integralen).

— For vissa speciella geometrier (halvrymd, sfér, cirkel) och randvillkor
kan man anvinda sig av spegelladdningar (utanfoér det fysikaliska
omréadet) for att konstruera en Greensfunktion.



