Reglerteknik F2

Dynamik, styrning och reglering

Betrakta ett mekanisktbsystem dér en fjdder dras ut (eller trycks ihop):
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Vi antar fOrst att en ytire kraft paverkar fjidern i en masspunkt som vi
antar kan forsummas. Punktens lige &ry. Om y =y antas fjadern vara

i viloldge. En matematisk beskrivning, om vi lter y —y, = x, 4r:

O0=—k-x+F=>x=F’k

Detta #r en linjiir statisk beskrivning av systemet: Om kraften F, t ex
okar med 25 %, s kommer punktens position omedelbart (dvs enligt
antagen modell) att 6ka med 25 %. Om fjdderparametern varit l4gesbe-
roende, k = k(x), kommer dven dé punktens position omedelbart att
forandras, men vi har da en olinjir statisk beskrivning av systemet.
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Vi antar nu att en yttre kraft paverkar fjadern 1 en punktmassa 7> 0.
Forutom fjiderkraften antar vi att det finns ytterligare en démpande
kraft, proportionell mot massans hastighet. Vi far nu fljande modell
(fjiderparametern antages konstant):

m-i(t) = —k-x()=b x(H) + F(©)
Vi vet frin mekaniken att d kraften dndras kommer positionen x att

péverkas men inte omedelbart, utan pé cit #rdge eller dynamiske sétt.
Modellen ir nu en linjir dynamisk beskrivning av systemet.



- Dynamik, styrning och reglering

‘Betrakta massa/fjider-systemet vars position 4r y och palagd kraft &r F.
Modellen f6r systemet dr som ovan (p dr deriveringsoperatorn map tid):

mp” /(1) = y0) + Bp((1) = yo) + k(D) =) = F()

Man kan séga att kraften F #r instorhet (stimulus) till systemet, eftersom
systemet paverkas av F, medan F inte paverkas av systemet. Positionen y
paverkas dédremot av insignalen via systemet, och &r dirfor utstorhet till
systemet. Symboliskt kan detta beskrivas av ett block (rektangulér 14da)
dér in- och utstorheter representeras av pilar (till och frén 14dan):
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Om en viss egenskap hos systemet (t ex en massas position) kan péverkas
eller styras av instorheten (t ex en yttre kraft) kallas denna en styrsignal.
Man kan ocksi tidnka sig att en instorhet kan representera en €j Snskvérd
yitre paverkan av systemet. En s&dan instorhet kallas en stérsignal.



- Dynamik, styrning och r_églering

~ Styrning innebr att om man kénner alla instorheter till systemet, och
man har tillgdng till en exakt modell av systemet, kan alla utstorheter -
bestimmas exakt. Modeller ger dock aldrig en exakt beskrivning |
av systemet, och som dessutom alltid paverkas av storsignaler.

En biittre ansats 4 att 1ata utsignalen pdverka insignalen. Detta dr princi-
pen for dterkoppling. Betrakta system A och B i aterkopplingsstruktur:
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Styshes B

" Reperenssignal

System A ir det system som skall styras, processen. System B &r det sys-
tem dir det bestédms (automatiskt) hur system A skall paverkas genom val
av styrsignal. System B innehaller (direkt eller indirekt) en modell av det
system som skall styras (dvs A), samt information om dnskat resultat av
styrningen. System B kallas for regulator. Styrmetoden kallas reglering.



- Dynarhik, styrning och reglering

Betrakta ett system for uppvirmning av vitska. Vi antar en mycket vl
omrord tank, dir temperaturgradienter kan férsummas. Vétskevolymen
&r V (liter) och det konstanta genomflodet &r Q (liter/sekund). Tanken
virms genom tillford varierbar effekt p (Joule/sekund) som &r systemets
styrsignal. Temperaturen hos ingdende viitska, T, kan hir uppfattas som -

en stdrsignal, medan temperaturen pé utgdende vitska, 7, &r en méitbar
utsignal, som skall styras mot ett Snskat (valbart) referensvérde, 7,z
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En modell for processen fis genom en energibalans

N

%(VPCPT) = Opc, (T, D +p

dér p och ¢, betecknar densitet och specifikt vérme, respektive.



Dynamik, styrning och reglerihg‘

Ett naturhgt sétt att styra vore att berikna vilken stationar effekt Pp som
krévs for valmmng ill den konstanta temperaturen T = Thest

0~ | Qpcp(Tref_ TiO)

En lamplig styrlag vore dd att till po addera ett .Variabelt bidrag som #r
proportionellt mot skillnaden mellan dnskad och verklig temperatur, dvs

p= +K( vef— 1)

Implementera styrlagen ir processmodellen:

Vi kan, med notationen ¢ = K,,/Qpc,, skriva om denna ckvation som



Dynamik, styrning och reglering

Infor vidare beteckningarna 1 = V/ Q ochw = T;—T;,. Vikannu ange
en d1fferent1alekvat1on som beskriver aterkopplade systemets dynamlk

1T+ (1 + G)T(z‘) (1 + 0') ot W(t).

L&t oss, for att forenkla analysen, anta att w(¥) = w,. Det finns dé en par-
tikulir [6sning till ekvationen som 4r T, = T,pptwo/(1+0) och en

1osning till motsv. homogena ekvation T, (f) = Cexp{—(1 +o)t/7}.

Utsignalen efter en referenSéindring till 7, frén initialtemperaturen. T (0) |

blirddom 155 = 7/(1 +0):

() = (1~ FB)[Tref+w0/(1+c)]+T(0)e

Vi ser att efter lang tid (o antas positivt) 7— T,,,+wy /(1 + ). Om
beloppet av stérningen wy alltsd &r liten och forstirkningen o &r stor, blir
den resulterande temperaturen 7' néra 7., Om storningen, dvs skillnaden
mellan antagen temperatur hos inflédet och motsv. verkliga temperatur,
kommer 77— T rof"



Dynamik; styrning och reglering

Notera att ¢ kan uppfaﬁaé som ¢n disignparameter: Om ¢ viljs positivt
blir Tz <. Om o viljs negativt men storre &n —1 blif 1> 1. Om ©
viljs mindre #n —1 blirreglersystemet instabilt. Man skulle kum'la tro .
att geriom att vilja o mycket stort (¢ —> o0) skulle reglersystemet bli hur
" snabbt som helst for alla avvikelser wy. Om vi tittar pa aterkopplade sys-

temets diff. ekvation sa stimmer detta. Problemet #r dock att for mycket
snabba fordndringar, beskriver inte lingre modellen systemet.

Man kan i stillet modifiera styrlagen, s att man foérutom att ha en term
proportionell mot avvikelsen mellan borvéirde och drviirde, si adderas
ytterligare en term proportionell mot tidsintegralen av avvikelsen: .

p = p0+Kp(Tref_T)+KII(Tref_ T)adt _

- Detta #r ett exempel pa en proportionell och integrerande regulator, en s
kallad PI-regulator, som torde vara virldens vanligaste regulator inom
framf6r allt processindustrin.



Blockdiagram

Seriestruktur

______Ul(s) - GI(S) Y,(s) = U-z(s)r‘_;,_ Gl(s) ) Yz(s)

Yo(s) = Gz(s)i]z(s) = Gg(s)Gi(S)Ul(-?) = G(S) = GQ(S)GI(;S')

Parallellstruktur
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U(s) —4 | ' : ¥(s)

1 U )=U()"G(s)~. Y,(s) +
L Ua(s) ~‘I'> G, 2 A

Y(s)= Y (s)+ Yz(s) = Gl(s)UI(s) +IGZ(S) Uy(s) = G(s) = G, (s) +Gy(s)

s

_Aterkopglingsstmktur
R(S)_go_;p— G(s) C(s)
~R .

| H(s) |

,_.__......_____—--

L _

| Gl
C(s) = G(s)[R(s) - H(5)C(5)] = ggg T 1+ G(%)H(s)




Blockdiagram

Seriestruktur

Us)  od Gy Y1) = Up(s),| Gyls) Y9

Y)(5) = Gy(5)Us(s) = Gy($)Gy (U (5) = G(s) = Gp(5)Gy(s)

Parallellstruktur

Ui(s) = U(s) | Gy(s)  1¥y(s)

.ll_<+

| , O ¥(s)
1.0 =6 [ 6,0

) | Y5(s) $.+

U(s)

Y(s) =Y (s)+ HmE = 9353 +_QN€5€ = G(s) = G{(s)+ G,(s)

5

Aterkopplinesstruktur

%TWDTL G(s) rnz
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Reduktion av blockdiagram

Vi stker Gverforingsfunktionen frén X(s) till Y(s) i nedanstdende system.
Infor hjilpvariabler, hér t ex P(s) och Q(s), vid motsv. antal “knutpunkter”:
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Man far m.mup@mwmnﬁ” P=X-(Q+HY),0 = G(P+KX),Y = FQ. Detta ger

= QkiQw\lQmM% GKX

— A — —
Q=GX-Q-HY+KX), Q= Hvﬁ 7

Bl

Omgruppering av termer ger Y(1 + G+ FGH) = FG(1 + X)X och den sokta
Overforingsfunktionen &r:

Y(s) _ _F()G)(1+K(s)

| X(s) T 1+ G+ F(s)H(s))

“.
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PD-regulatorer eller lead-filter

Betrakta en PD-regulator som &r fysikaliskt realiserbar, dvs

T s
F(s) = Kp(l + +deS), T,>0,T,>0 (1)

Vi stker en alternativ parametrisering av PD-regulatorn, och skriver:

1 +(7,+ Tf)s
1+Tfs

F(s) = K,

Infor de nya parametrarna t,, = (7, + Tf) ochp =T I (T,;+ Tf) < 1.
Vi kan nu skriva om PD-regulatorn pa den sk leadfilterformen:

I+1,s

+BTps

Notera att B &r en dimensionslos faktor. Ibland brukar man kalla 1/ for
filtrets leadkvot. Vi ser att leadkvoten alltid 4r stérre 4n ett.



Design med leadfilter

Antag att systemet G(s) &r givet tillsammans med systemspecifikationer:

Krav pa Stabilitet och snabbhet i termer av t ex fasmarginal respektive
det aterkopplade systemets bandbredd skall formuleras. Oftast kan detta

omtolkas till krav pa 6verkorsningsfrekvens. Vid 45° fasmarginal géller
approximativt att ©, ~ 0,6®,,. Ett leadfilter skall bestimmas, sidant att

systemspecifikationerna uppnas (vilket ibland dr omdjligt).

Det for den begérda fasmarginalen ¢,, nodvéndiga fastillskottet y* fas

ur sambandet ¢, = 180° + arg { G(ion,)} +wy*. (Om krav pd y* > 90°
uppkommer #r det omdjligt att 16sa problemet med hjélp av leadfilter!)

Betrakta fasfunktionen for leadfiltret enligt ekvation (2):
y(o) = arg{F(in)} = atan(t,0) - atan(ftHo) (3)

Man inser f6r 0 < B < 1 att w(0) = 0, att yw(e) = 0, och att det uppstér

ett maximum 161 en frekvens ®* diremellan. Maximum bestéims genom
derivering av fasfunktionen:

o 1407 1+Bry0)’ /B




Vi far nu resultatet:
o* = 1/(tDJB) = y* = atan(1/./B) — atan(/B) 4)

Tangens {6r bada leden ger

tany* = (:/I_EWJB)/2:>(J[§)2+2(tanw*)JB-1 =0

p = [Losinyy 0

cos ¥

Om vi exempelvis véljer o* = w,, fas deriveringstiden T, som:

1y = 1/(0,4/B) (6)

Betrakta nu kretséverforingens belopp vid Sverkorsningsfrekvensen o, :

Lo i/olBl - (G ) 22 = 1
1+ /B

Man far da f6ljande virde pé forstirkningen Kp:

G(io YF(io,)| = |G(io )|Kp

Kp = J/B/|G(io,)| (7)



Exempel
G(s) = 1,
s

Antag att vi kriver @, = 1,6 och ¢, = 35°. Bertikna forst nodvandigt
faslyft y*:

v = —arg {G(I1,6)} — 145° = 90° + 1,6(1—893] _145°~37°
T

Insittning i (5), (6) och (7) ger: f = 0,25, = 1,25,K, = 0, 80

Det resulterande leadfiltret blir da:

1+1,253) ~ 0 8(1'1“.5'/0,8
s

F(s) = 0, 8(
() 1+0,3125 1 +s/3,



Pl-regulatorer och lag-filter

Ett lagfilter anvéinds for att Ska det dterkopplade systemets noggrannhet.
Overforingsfunktionen for ett lagfilter, dir parametern y € (0, 1), &r:

(8)

Fs) = K (1+TIS)
g P'er'cIS

For att fa lagverkan kréivs att y <1 . Parametern 1 /7y brukar kallas for
tiltrets lagkvot. Vi skall hir fokusera pa det principiellt intressanta fallet
att y — 0, varvid lagfiltret 6vergér i en PI-regulator:

1+’EIS

F(s) = Kp )

T8

Ett skl till att anvéinda ett lagfilter, kan vara att man har ett hogt krav pa
noggrannhet, men att man av “stabilitetsskil” inte vill inféra ytterligare
integrationer i kretsen (dvs en integrerande regulator).



Design med Pl-regulator

Antag att systemet G(s) &r givet tillsammans med systemspecifikationer
i termer av t ex fasmarginal och 6verkorsningsfrekvens, dvs ¢, ®,.

Kravet pd ¢,, dr 6verordnat kravet pd o, eftersom egenskapen stabilitet
ar 6verordnad egenskapen snabbhet. Antag att systemets nimnarpolynom
innehéller faktorer av formen 1 + ts, dér 1 4r reell och positiv. En enkel
designmetod 4r dd: Gori (9) valet t; = © Kretsoverforingen L blir dé:

G, K
l'f"l:S ) I(S) _ ’—EGI(S)
TS 1 +7s T8

L(s) = F(s)G(s) = K,

0, = 180"+ arg {L(iw )} = 90° + arg {G (in,)}

Enklaste sittet att 16sa ut o, &r att i ett Bodediagram plotta faskurvan for
det reducerade systemet arg{G.(iw,)}, varefter o, fis som frekvensen
dér faskurvan skér linjen ¢, — 90. Vilj sedan K = t0,/|(G,(i0,))].

Notera att man fir acceptera den snabbhet, dvs o, som foljer av valet!

En annan metod 4r att bestimma ® s frekvensen dér processens faskurva
skéir linjen —180°, viljat, = 1/® > berdkna ©, si 6nskad fasmarginal
uppnds, och dérefter bestimma K, sa att IL(io )| = 1.Blir w, for lagt,

kan (eventuellt) kravet pd @, sinkas ndgot.
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' ZieglernNi'chols svdngningsexperiment

Betrakta ett aterkopplat system som 4r forsett med en P-regulator, och dér
vi antar att reglerobjektet kan beskrivas av en stabil overforingsfunktion:

ref | L . S .
| '_‘_____?EQ;C_:M_% /e S Gy [Ty
S s

!

Stall in en lag forstirkning pd K, och initiera smé storningar, t €X. genom
att andra referensen eller genom att “addera pulser” vid processingingen.
Normalt kommer felet att avta monotont. Om K, Skas succesivt kommer
felet att avta snabbare men (sannolikt) pé ett oscillativt sdtt. Om K, Skas
ytterligare kommer felet mer och mer nidrma sig en oddmpad svingning.
(Ytterligare forstirkningsckningar ger ett instabilt aterkopplat system!)




!

Notera det K,-virde som “precis” gav en oddmpad svingning, Ky, samt
motsvarande periodtid, T,. Utgéende fran Zieglef—Nichols'svﬁngningsex-—
periment och virdeparet (K, 1) kan regulatorinstillningar.rekommen-

deras:
~ Regulatortyp K, Tl 1,
P 0.50K,
PI ) 0.45K, To/1.2
PID - 0.60K, 1o/2 To/8

En viss varning bor utfardas for tabellens instillningar, speciéllt da for PL
(I extrema fall kan systemet till och med bli instabilt!)



Reglerteknik F2
2012-04-16/cb

Frekvensfunktioner och Bodediagram

Betrakta ett linjért tidsinvariant system, vars dverforingsfunktion G ()
saknar poler i hogra halvplanet, liksom poler och nollstillen pad imaginér-
axeln utanfor origo.

Med ﬁ‘ekvensﬁinktionen till G(s) menas mappningen fran R" till C, frin
den reella icke-negativa frekvensen o till det komplexa talet G(io) med
beloppfunktionen |G(im)| och fasfunktionen arg { G(iw)}, fran R till
R respektive fran R™ till R.

Tolkningen av frekvensfunktionen &r att insignalen sin(w?) antas ha
pédverkat det stabila systemet G'(s) sedan ¢ = —oo, Utsignalen 4r da

y(t) = |Glw)| sin(oaz‘+v arg{G(in)})

dvs en sinussignal av samma frekvens o, forstirkt med {G(iw)| och fas-
vriden med arg { G(im)} (oftast negativ), Man talar dd om det sinusfor-
made stationdrtillstandet (jamfor cllirans jo -metod for vixelstrém),

Bodediagrammet innebér avbildning av frekvensfunktionens belopps-
och fasfunktioner, var och en for sig. D4 vi utgdr frdn frekvensfunktioner,
ritas alltsd inte Bodediagram fr instabila system!




Bevis

sin(nf) —» G(s) ——y(@®)

@ saknar poler och nollstéllen pd imagindraxeln utanfor origo, och saknar

poler i hdgra komplexa halvplanet. Dessutom géller r? {G(s)} = g(D).
Insignalen antages “ha funnits” sedan ¢ = —oo. Utsignalen blir:

y(t) = vrog('t:)sim(o)z‘-(,O'E)d"f: = ng('c)fm{ei(m_m)}dfc =
0 0

_ Im{'r;g('c)ei(mt_m)dt} _ Im{ Eg(T)e—ide’C . eimr} _

dir integralen tolkas som L-transformen av G i specialfallet s = io, dvs

— Im{G(io) - eicot} _ |G(z’c0)|]m{eiargG(im) . eimt} _

i(argG(im) + cnr)}

= |G(in)|Im{e = |G(io)|sin(argG(in) + o f)



Betrakta ett linjért tidsinvariant &terkopplat system, vars kretséverforing
L(s) saknar poler i HHP, liksom poler och nollstillen pa imaginédraxeln
utanfdr origo. Motsvarande frekvensfunktion L(i®) &r dé véldefinierad.

Fasfunktionen arg { L(i®)} visas ofta grafiskt i en logaritmisk frekvens-
skala, sd att ett storre frekvensomrade ticks in.

16 : 16
L =
s(s+4) = L(io) io(io+4)

Exempel: L(s) =

Kretséverforingen har inga poler 1 HHP.
Vi kan direkt formulera (och skissera) fasfunktionen:

arg {L(i®)} = —90° - atan(w/4)

o (rad/sek) arg{L(iw)} (grader)
-90, 0
—~104, 0
—-116, 6
-135,0
—153,4
- ~180, 0

8 ® H = O

Notera att varje term i fasfunktionen kombineras additivt!



Beloppfunktionen [L(iw)] terges ocksa den i logaritmisk frekvensskala,
men medan fasfunktionens olika delar adderas eller subtraheras, kommer
beloppsfunktionens motsvarande delar multipliceras eller divideras. For
att ocksé hér fa additiva bidrag, anger vi beloppfunktionen i decibel, eller
dB, som &4r en logaritmisk enhet ddr 1 ggr forstirkning motsvarar 0 dB:

IL(io)] ;5 = 20 - log|L(io)|
Vi skriver forst om L pa den s kallade Bode-formen:
L(s) = K- Ly(s)/s Lg(0) = 1,1 = 0,1,2, ...
Beloppfinktionen i dB kan da (med hjilp av logaritmlagarna) uttryckas:
IL(#0)| 5 = 20 - logK —(201) - logw +20 - log|Ly(io)|

Varje term ger alltsi ett additivt bidrag till beloppet for varje frekvens o.

Vid lag frekvens kan |L(i®)| approximeras av sin ldgfrekvensassymptot.
som &r ¢n linjér funktion av variabeln logm :

Ly p(io)| 5 = 20 - logK —(207) - logo

Detta beror pd att Ly(s) dr en kontinuerlig funktion av s och pé ait vi vet
att L,(0) = 1. Vid laga fiekvenser giller dd att Ly(iw) ~ 1, dvs 0 dB.




Den riita linjen |L; i, faller med lutningen —201 dB per dekads hojning
av frekvensen. |L; | skéir 0 dB-linjen d& 0 = 20 - logK —(207) - logo,

vilket ger skirningsfrekvensen o = /K

16 _ 4 1
s(s+4) s (1+s/4)
Man ser att heltalsparametern / = 1 och den reella parametern K = 4.

I vért exempel dr L(s) = (Bode-formen)

LF-assymptoten i detta exempel visas nedan, dér vi ocksd som jimforelse
lagt in motsvarande assymptoter for / = 0 och/ = 2, for K = 4:
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For att f4 |L] ;5 méste |Lg| 5 allfsa adderas till L1 x| - 1 vart exempel, dd
Lo(s) = 1/(1 +5/4), innchdller |Ly(i®)| ,, endast ett additivt bidrag:

|L0(ico)]dB = -20- log|1 +i®w /4]

Polen ger alltsd ett negativt bidrag. Det fir naturligt da ju polfaktorn finns
i niimnaren! (En nollstillesfaktor hade i stéllet givit ett positivt bidrag.).

Betrakta termen —20 - log|1 + i 74}, som utgor eft frekvensberoende
additivt bidrag till totala beloppfunktionen i dB. Fér LF dr bidraget 0 dB,

medan for HF (hog frekvens) giller att —log|1 + iw /4| = —log(w /4),
dvs en it linje som faller med 20-dB/dekad och skér 0 dB vid © = 4.

Observera aft bidragen fran LF-asymptoten och firdn polen s = —4 sam-
verkar additivt! Om de asymptotapproximationerna ritas in i samma dia-
gram, f3s det polygondrag som &t det asymptotiska beloppdiagrammet.
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Utgéende frén den asymptotiska approximationen kvarstér att skissa den
verkliga beloppfunktionen. Huvudregeln &r brytpunkter pé stort avstand
frdn varandra (en dekad) inte nimnvért paverkar varandra, medan bryt-

punkter néra varandra (t ex en faktor tvd) interakterar méirkbart. Betrakta

enpolvid s = —a:

220 - Tog|1 +i0/d| = —20 - logd/1 + (0/a)’

For @ = a ligger beloppskurvan —20 - log/2 = —10 - log2 ~ 3 dB
under brytpunkten i asymptotdiagrammet, medan for © = a/2 ligger

den 20 - log/5/4 ~ 1 dB under asymptotdiagrammet. Fér @ = 24 fis
samma resultat, dvs 1 dB under asymptotdiagrammet. Hade polen haft
multipliciteten 2, hade beloppskurvan 1 motsv. fall befunnit sig 3m dB
respektive m dB under asymptotdiagrammet. Samma resonemang géller
for nollstdllen, med dér beloppskurvan i stillet ligger &ver asymptoten.
Fas~ och beloppkurvorna utgtr tillsammans Bodediagrammet.
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Om man ténker sig en forstarkningsékning pd, t ex 2,5 ginger, betyder
det att hela beloppskurvan flyttas 8 dB uppét. Den nya kurvan &r inritad
(streckad) i Bodediagrammet. Observera att faskurvan inte alls paverkas
av en forstirkningstkning, Om férstdrkningen sdnks t ex 5 gnger, skall
hela beloppskurvan i stiéllet flyttas 14 dB nedét.
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Nyquistkriteriet

Sats: (Argumentvariationsprincipen)

L&t f(z) vara analytisk och sakna nollstéllen samt poler pé randen C till
ett slutet enkelt ssmmanhéngande omrade D och ha ett dndligt (som kan
utvidgas till “upprikneligt odndligt™) antal poler och nollstéllen inom D,

Da géller, om Z dr antalet nollstéllen och P antalet poler till /{z) 1 D, att

fz)dz = Z~P )

Acarg {(Az)} =

2ff()d

Poler respektive nollstillen av ordning m riknas m ganger. Vidare
betecknar Anarg{f(z)} argumentvariationen av f{z) da kurvan C
genomlops 1 positiv riktning, (Positiv riktning kan definieras fritt.)

Bevis:

Antag att z = b &r eit nollstille med multiplicitet 7. I en omgivning till b
finns dé en analytisk funktion g(z) # 0 sidan att f{z) kan skrivas

fz) = (z-0)"g(2)

D3 4r derivatan

f(2) = m(z-b)"""g(z) + (z- )"g(2)



Division ger

[@ _ m g
A z-b g@)

dir den sista termen #r analytisk for z = b och funktionen f(z) /f(z) har
alltsd en enkelpol for z = b med residun m.

Antag att z = a ir en pol med multiplicitet ». I en omgivning till ¢ finns
d4 en analytisk funktion g(z) # 0 sddan att f{z) kan skrivas

f2) = (z-a)"g(2)

D3 ir derivatan
£2) = -mz-a)y " g(z) + @—a) g

Division ger

(@ _ —m , g@)
& i-a g0

dir den sista termen #r analytisk fér z = a och funktionen f(z) /f(z) har
alltsd en enkelpol for z = a med residun -m.

Man finner att summan av residuerna vid nollstillen ér Z och summan av
residuerna vid poler &r —P. Residusatsen séger att

ci}‘F(Z)dZ = 2miy residuer

och dirmed r likheten mellan de tva hogra leden visad.



Vi ser att integranden #r en exakt differential

S}?(Z)dz g‘%{logf(z)}dz — [log AR L o

Det giller att log/(z) = log([f(z)|e ™V D%) = log|fz)| + iarg {A(2)}.

Vi noterar nu att runt en sluten kurva méste startpunkten och slutpunkien
vara identiska map position i det komplexa talplanet. Eftersom f{(z) dr en
entydig funktion, méste

z = slutpunkt

[].Og [f(Z)[ ]Z = Sz‘artpunkt_ - 0

medan dédremot

[arg {f(z) } |22 ek = Acarg {f(2)} #0
cf' £ gy = iAare {(2)}
@) ¢

Dividera nu ekvationen ovan med 277 och pastdendet foljer.

Notera att kvoten
N = Acarg{f(z)}/(27)

kan tolkas som hur ménga varv funktionen f(z) “roterar” nér kurvan C
genomldpes ett varv i z-planet. Vi kan skriva:

Z-P =N @)



Betrakta nu det dterkopplade systemet

1 G

H(s) &

dér vi definierar kretséverforingen (= produkten av alla Sverforingsfunk-
tioner i den “uppklippta” kretsen) L(s) = G(s)H(s). Vi kan d4 skriva
det aterkopplade systemets karakteristiska ekvation

1+G(s)H(s) = 1+L(s) = 0 (3)

vars 16sning utgor detta systems poler. Polernas placering i det komplexa
planet avgdr som bekant det aterkopplade systemets stabilitet.

Definiera antalet poler till funktionen f(s) = 1+ L(s) som P, och antalet

nollstillen till (s) som Z. Vi noterar att antalet poler till Z(s) ocksd &r P.
Konstruera en sluten dubbelpunktsfii kurva som omsluter eft enkelt sam-
manhiingande omrade, si att (efter griinsdverging) hela hogra komplexa
s-planet innesluts av kurvan, Denna kurva, Nyquists kontur, 16per (t €X)
fran origo och nedat, limnar imaginéraxeln utefter en halvcirkel i HHP
tills imagindraxeln dter nds och fortsitter nedat mot origo. Eventuella
poler pd imagindraxeln undviks genom smé halvcirkelbégar, eftersom
argumentvariationsprincipen kridver analyticitet pa randen av kurvan.



Nyquists kontur A
R —=>e0
>0
> Res

D4 kurvan genoml6pes i positiv riktning ett varv i s-planet, mappas detta
av funktionen f{(s) som “loper runt” N varv i f{s)-planet (bildplanet).
For att ticka in hela HHP, later vi den stora halvcirkelns radie — o och
péd imagindraxeln de sma halvcirklarnas radier — 0.

N tolkas som det antal varv, som f{(s) slingrar sig runt origo i bildplanet,
men da f(s) = 1+ L(s) kan N lika giirna tolkas som det antal varv, som
L(s) slingrar sig runt punkten — 1 + 7 - 0 i bildplanet.

Nyquistkriteriet

Antalet poler i HHP for det dterkopplade systemet = med antalet poler i
HHP for kretstverféringen L(s) + antalet positiva varv som L(is) gor
runt punkten —1 i bildplanet, d& Nyquists kontur genomldpes ett positivt
varv i s-planet, eller Z = P+ N. (Ofta formuleras Nyquistkriteriet med
negativ omloppsrikining. A blir d& antal medurs omslingringar runt —1.)
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Modellosékerhet och robusthet

Betrakta eft dterkopplat system med kretséverforing L(s) = G(s)F(s),
k#nslighetsfunktion S(s) = 1/(1 + L(s)) och komplementir kénslig-
hetsfunktion 7'(s) = L(s)/(1 +L(s)). Observera ait.S och T kan antas
vara stabila system (beroende pé lampligt konstruerad regulator /) dven
om L (beroende pa G) skulle ha poler i HHP.

Antag nu att bakom processmodellen G finns ett verkligt system Gy som

vi inte kénner till. Detta beror pa flera saker. Till exempel pé att viss (ofta
snabb) dynamik har forsummats i modellen, men dven att parametrar kan
vara diligt kiinda. Det kan ocksd vara sd att dimensionen for ett visst sys-
tem underskattas. Exempelvis kan ett experimentellt studium visa att ett
system borde ha Sverforingsfunktionen G(s) = 57/(1 +2s), medan den
bakomliggande “verkliga” processen snarare har 6verforingsfunktionen

5,02-(9s+1) >
> ~ = G
Q05+ D8+ Zs+1 oW

Go(s) =



Vi infor den s kallade multiplikativa osdkerhetsmodellen:
Go(s) = [1+AG(s)] - G(s)

Vi noterar att om den relativa modelloséiikerheten AG ir noll, kommer
modellen att 6verensstimma med verkligheten, dvs,G = G,,.

I exemplet ovan fis:

5

5,02- (9s+1)
— + .
G, (1+4G) - —>

C(10s+1)(1,8s+1)

Om man gjorde tankeexperimentet att verkligheten, dvs Gy, var “kénd”,

kunde os#ikerheten AG beriknas. Man kinner kanske inte verkligheten,

men man har en noggrann modell dérav, kallad Gy, och vill analysera en
férenklad modell G Egentligen utgdr #ven regulatorn 7 en modell av det
som verkligen implementeras, F,, men regulatorosikerheten &r normalt

mycket mindre &n processosikerheten, varfor vi kan anta alt /7 = F,.



I ett enhetséterkopplat system &r det slutna systemets dverféringsfunktion
lika med komplementéra kénslighetsfunktionen 7. Man kan fraga sig hur
mycket T dndras beroende pé osékerhet i modellen G.

_ L a7’ _ 1 _ 1 L 1_48-T

= > T = = . o= —
1+L dL (1+L)2 1+L 1+L L L

Om derivatan approximeras med en differenskvot, dvs % ~ i—g, fas:

AT~S-T-AL/L=AL = g. AL
T I

Detta innebér att relativa forandringen av slutna systemet dr proportionell
mot relativa fordndringen av dppna systemet, med proportionalitetskons-
tanten S. Kénslighetsfunktionen S har laga virden for 14ga frekvenser dvs
for langsamma foréndringar av L, vars foréndringar beror pa foréndringar

i processen, dvs AG, som normalt dr mycket 1dngsamma.

Aterkopplingen gér alltsa att slutna systemet, T, piverkas mycket mindre
4n det dppna systemet, 1., av osékerheten AG!



Betrakta det slutna systemet (dvs komplementira kénslighetsfunktionen),
dér regulatorn F direkt paverkar processen Gy,

F.

+
poo Lo _ TG _ FOU+AG)G 1+FG(1 AG)
0" 151, T+FG, 1+FI+AGG 14+ FC _AG,
| 1+FG
+
1+L(1 AG) _(1+AG)- T
L 1+7T-AG
+ . :
ST A

Vi kan nu goéra f6ljande tva ekvivalenta systembeskrivningar:

v * + -
— “rb aa O 7
. .}.f —

AG |«

YV
o

Vi g6r nu antagandet att relativa ostiketheten, AG(s), i sig #r insignal-
utsignalstabilt, dvs har sina poler i VHP. Vi antar dessuton att T(s) 4r
ett insignal-utsignalstabilt stabilt system, vilket &r naturligt, d for G

. givet, F ju har konstruerats s att nollstillena till 1+ GF liggeri VHP.



Om bade 7(s) och AG(s) har alla sina poler i VHP, s4 géller detta med
nddvindighet dven “kretséverforingen” T(s) - AG(s). Underssk genom
anviéndning av Nyquistkriteriet, stabiliteten av den dterkopplade struktur,
vars kretsoverforing dr 7' - AG . Vi konstaterar forst att, som konsekvens
av gjorda antaganden, P = 0. D4 stabilitsvillkoret f6r det dterkopplade
systemet dr dd att samtliga nollstéllen till 1+ 7'(s) - AG(s) skall ligga
iVHP, dvsatt Z = P+ N = N = 0,

Ett tillréickligt, men inte alls nddvindigt, villkor for detta 4r att systemets
Nyquistkurva, dvs 7(in) - AG(iw) helt ligger inom enhetscirkeln. D4
kan ju inte Nyquistkurvan skéra reella axeln #ll vinster om —1+i - 0

i det komplexa T'- AG-planet,

Observera att kravet |T(in) - AG(io)| < |T(io)| - [AG(w)| <1, Vo =0
ar ett konservativt villkor for stabilitet hos det dterkopplade systemet!
Villkoret &r ett specialfall av den s kallade ligforstirkningssatsen.

Vi har alltsa ftt resultatet att om relativa osikerhetens belopp &r mindre

in inversen av komplementira kénslighetsfunktionens belopp for alla po-
sitiva frekvenser, 4r det verkliga dterkopplade systemet, dvs Ty, stabilt,

eller uttryckt som en olikhet:
IAG(ion)| < 1/|T(io)], Vo =0

Notera att |7] ej beror pé “verkligheten” G|, utan endast pd modellen G!






Linjér tillstdndsaterkoppling

Utgéngspunkten dr den linjdra tidsinvarianta tillstdndsckvationen
d _
a}x(z‘) = Ax(t) + Bu(t)

dér #illstandet x antas kint vid varje tidpunkt ¢ (exempelvis genom att
tillstdndsvektorns samtliga komponenter kan métas med férsumbara fel).

Betrakta inledningsvis f6ljande linjdra system med tre tillstandsstorheter
och tva styrstorheter som ett diskussionsexempel:

I AT
*1 ay agp 4| (%1 [Py br2
d _ Y PR U,
dz %2 dy1 Yap Go3i|*2 21 922| |
2
X3 @3y A3y Gz3|X3| b3y b3y

Med tillstandsaterkoppling menas hér att varje komponent i tillstdnds-
vektorn dterfores till insignalsidan genom P-regulatorer.

For att varje tillstdndsstorhet skall kunna paverka varje styrstorhet, krivs
lika ménga P-regulatorer som produkten av antalet tillstindsstorheter och
antalet styrstorheter, alltsd i detta fall sex stycken.



Den ckvation som knyter ihop tillstdndsstorheterna med styrstorheterna
(och ofta med ndgon referensstorhet) kallas sgyrlag, och dr i exemplet:

X
1

Uil — |Ypert| _ SYRIVILE
X2

Uy Urep lyy In Iy
%3]

Notera att de sex P-regulatorerna #ir ordnade i form av en reglermatris L
och att det minustecken som indikerar negativ aterkoppling redan inforts.
En tillstandséaterkoppling ges d allmént av styrlagen.

U= Upop— Lx

Aterkopplade systemets tillstindsekvation fis genom implementering av
styrlagen i processens tillstdndsekvation:

X = Ax+B(u,,ef—Lx) = (A——BL)erBuref

Polerna till dterkopplade systemet #r egenvérdena till matrisen 4 — BL,
som precis som 4 har z stycken egenvirden. Om vi antar att processen dr
styrbar, kan egenvirdena hos 4 — BL specificeras och erhallas genom
att minst samma antal regulatorer (element i Z-matrisen) bestdms. T vért
exempel har A — BL tre egenvérden, medan L har sex element. Alltsa
kan varje val av egenviirden (poler) uppnds pd ett odndligt antal sétt.



Detta &r fundamentalt {61 flervariabel reglering: Enbart specifikation av
egenvirden leder inte till entydig styrlag (49)! Om vi déremot betraktar
det tekniskt viktiga specialfallet att styrsignalen #r en skalér storhet,
kommer det att krdvas lika manga P-regulatorer som tillstdndsstorheter.
Dérmed blir antalet element i matrisen L lika med antalet egenvérden till

matrisen 4 — BL. 1 sjilva verket rdder en omvindbar entydighet mellan

elementen i L och egenvirdena till A — BL ! Att pa detta sitt bestimma
reglermatrisen L, som dé blir en radvektor, kallas for polplacering.

Exempel 1 Systemet givet av tillstandsekvationen nedan, skall tillstdnds-
dterkopplas. Bestdm reglermatrisen sé att terkopplade systemets poler

hamnaris = 1,58 = 2.

(1) = [0 1};@)4- Hu(r)
o-1| ~ |1

Det &r Jitt att sc att systemet &r styrbart. Vi antar styrlagen # = ... — Lx:

A-BL = [8 _ﬂ]”ﬂm 1) - [31 41112)}

Egenvirdena ges av det(Af— A+ BL) = A2+ (Iy+ DA +1; = 0 men

dé dessa ér givna fas identiteten A2+ (L+ DA+ =0t DRt 2),
dér /; = 2,1, = 2 fis genom identifiering av polynomens koefficienter.



Ett typiskt krav pa en tillstdndséterkoppling 4r att systemets utsignal y
stationdirt skall vara lika med ett konstant borvirde rq (under antagande

av frihet frén st6rningar). Vi later dérfor referenssignalen u,.,. i styrlagen
vara en konstant matris L, y gAnger sjilva borvirdet » (som kan fé variera
itiden). Vilj L, f s4 att noggrannhetskravet uppfylls. Utgd frdn aterkopp-

lade systemets tillstdndsekvation och relationen y = Cx (dér D = 0):
X = (A-BL)x+Bu,, = (A—BL)x + BLyor 7

Efter val av L (med nigon limplig metod) 4r det dterkopplade systemet
dirmed stabilt. Vi kan d4 tillimpa slutvirdessatsen efter ett steg i 7:

. . -1 r(}
o) = limsY(s) = limsC(s[—-A+BL) BL, =
y() S%OS () 31—>0S (s ) fefjs,—

= lim C(sT— A +BLY "BL, 7, = C(~A+BLY 'BL,7o=1I7,

s—=0

Resultatet fas sedan genom identifiering mellan de tv sista leden:

_ -1
L= [C(~4+BL) 'B]

Notera att ovanstdende resultat och hiirledning inte bara géller for system
dir in- och utsignaler dr skalira utan for flervariabla system, forutsatt att
insignalen # och utsignalen y har samma antal komponenter.



Tillstandsaterkoppling med integrerande verkan

For att eliminera kvarstdende fel pga stegstorningar vid processingangen,
ar metoden med “skalning” av referensen oanvindbar, di forhallandena 1
den slutna kretsen inte paverkas. Man kan dédremot, som vid reglering av
system givna pa 6verforingsfunktionsform, anvinda integrerande verkan.
Detta sker genom inférande av nya tillstind. Som forut antar vi att  och
y har samma dimension. Vi behandlar fallet ddr D-matrisen &r noll:

x(t) = Ax(¢t) + Bu(t), y(t) = Cx(¢)

dir dim{x} = n och dim{u} = dim{y} = m.Infor m nya tillstdnds-
storheter, definierade genom tillstdndsekvationerna

J'cn+1(t) = 31(0 = 7”}@)‘)’}(0
X, 4200 = ex(£) = ry(1) =y, (¥)

Xy m(D) = € (1) = 7,(£) =y, (1)

Med beteckningen x; for “tilliggsvektorn”, fis den kompakta formen:

X () = e(®) = r(©)-y(@) = r() - Cx(?)



Genom kombination av de tva tillstindsekvationerna fés den utvidgade
tillstandsmodellen:

A1)~ 4 0N XD By + |0
dtlx (0| |-C 0] |x (] |0 I
— x(£)
y(®) = |co
[ :| xf( f)
Med de utvidgade matriserna fis en ny tillstindsmodell av ordning 2 + m
Den fortsatta designproceduren 4r dirmed &terford pa standardproblemet.
Notera att referensen inte behdver skalas for att undvika kvarstiende fel

efter borvirdesomstillningar om integrerande verkan infores! Strukturen
av tillstandséterkoppling med integrerande verkan framgér av figuren:



Linjédrkvadratisk optimering

Utga fran en linjar tidsinvariant tillstdndsmodell, som vi f6r enkelhets
skull hir antar vara sdvil styrbar som observerbar (“of minimal order”):

%x(z‘) = Ax(f) + Bu(?)
y(t) = Cx(2)

Vi antar dessutom att insignalvektorn # och utsignalvektorn y har samma
antal komponenter. Vi vill att utsignalen skall anpassas till en referens,
t ex ett konstant borvirde (som da och dé kan dndras). Lamplig styrlag &r

U = Lref’ r—L-x

dér » dr referensen och x &r tillstdndsvektorn. I endimensionella fallet kan
design av reglermatrisen L baseras pé polplacering. Emellertid kan man
inte vara siker pa att den féreskrivna polplaceringen leder till ett 5nskat
resultat, utan forst efter datorsimulering eller/och experiment kan man
vara rimligt siker. Ar systemet av 18g ordning #r det sillan problematiskt,
men om systemet t ex dr av ordning 6 {(som verkligen inte vore extremt),
har vi alltsd 6 parametrar att “skruva p&” mer eller mindre p&4 méafi. Om
systemet &r flervariabelt finns det dessutom oéndligt manga regulatorer
som leder till samma polplacering. En metod som klarar flervariabla fall
och som dessutom frimjar systematik vid utvérdering och testsituationer
dr det som kallas linjléirkvadratisk optimering.

7



Linjarkvadratisk optimering innebér att en kvadratisk kostnadsfunktional
minimeras med avseende pé val av reglermatrisen L, och under eit linjért

bivillkor, namligen processens tillstindsekvation ¥ = Ax + Bu. Ett tink-
bart satt att formulera en sddan kostnadsfunktional vore foljande:

= [10@ =20+ p- () ~ug) 1t
0

it antas y,, u, vara borvirdet (dvs » = y,) respektive det vérde pd

styrsignalen som i steady state (utan storningar) krévs for att uppna detta
borvirde. I den enklaste typsituationen dr bérvirdet noll, och regulatorns
uppgift dr helt enkelt att fora tillstdndsvektorn till origo (dér tillstndet
beroende pa initialvirden x(0) = 0 eller storningar inte befinner sig). Da
4r foljande formulering av kostnadsfunktionalen vanlig:

I

7= [P0 +e-d0ld = [1X'OC Cx@ +p -’
0 0

I detta fall giller att reglerfelet e = #—y = —y och y2 = ¢ Kriteriet
innebsr da att det kvadratiska felet skall minimeras §ver tiden, samtidigt
som styrsignalen dven den minimeras éver tiden. Genom val av den posi-
tiva konstanten p, som alltsd #r en designparameter, kan man vélja hur en
sddan regulator skall arbeta: Litet p innebir ait stora styrsignaler inte sé
mycket paverkar J, varfor sviingigare reglering blir féljden. Omvént leder
stort p till att styrningar straffas hardare, vilket leder till mjukare och mer
forsiktig reglering. Det dr mojligt att ersitta y i kvadrat med en allménare
vikining Q av tillstndet x. O viiljs dd symmetrisk och positivt definit.



Det ghr att visa (hur ligger helt utanfor denna kurs) att det optimala valet
av reglermatrisen L #r

L=p"t.B"p

dir P dr den positivt definita losningen till den s kallade algebraiska
Riccatielvationen (ARE)

0=AP+PA+Q-p ' PBB'P

Notera att ARE &dr en andragradsekvation, dér den obekanta P skall 16sas
ut. Det visar sig att 16sningsmatrisen ocksa ér symmetrisk.

Exempel 2 Betrakta samma system som i exempel I, men bestim i stiillet
reglermatrisen sa att foljande kriterium minimeras:

J= J.w[x%(t)+x§(z‘)+u2(t)]dt:> p=1,0=1
0
Vi ansétter en symmetrisk och positivt definit 16sning till ARE, som blir
—~ 10 0{labd a bj|0 1 10| _lab
0 = + -+ 01
| L —IMIJ J [b CMO —J L) J { JH[ ][ }

ARE ger ekvationssystemet : b = 1,bc = a—b, ¢ = 2(b—c)+1
dir a> 0, ¢ > 0 med nddvindighet méaste gilla och dir b = 1 eller —1.



Antagatt b = 1. Di gélleralltsiatt ¢ = a1 och att ¢* = 3 —2c.
Villkoret ¢ > 0 ger att ¢ = 1 och ddrmed att a = 2.

Alltsd ar P = 21 och L = 1 21 = 11 vilket allts3 &r det
2 onr =i 2] - i

optimala valet av reglermatris enligt det uppstéllda kriteriet.

Betrakta matrisen 4 —~ BL = {0 1
1 =

Det optimalt dterkopplade systemet har alltsd polerna s; = s, = —1.

:I dir bada egenvirdena A = —1.

10
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Styrbarhet och observerbarhet

En viktig egenskap hos en dverféringsfunktion i motsats till en tillstdnds-
modell dr formégan att blockera paverkan av vissa tillstindsvariabler.
Dessutom kan information om systemets tillstind déljas.

Betrakta exempelvis f6ljande tillstdndsmodell:

L [—01 —Oile[}zochy T

Motsvarande dverforingsfunktion &r:

s+2 1

M P S  RES

Vi ser att tillstdndsvariabeln x, varken p&verkas direkt av u, eller indirekt
av u via tillstdndsvariabeln x;. Algebraiskt visar sig detta genom att en

faktor i dverforingsfunktionen forkortas bort, varefter systemet som ju éir

av andra ordningen, forefaller att vara av forsta ordningen. Detta leder till
besvirliga problem vid konstruktion av ett reglersystem, eftersom utsig-
nalen paverkas av ctt tillstand som inte kan styras! Man kan hoppas pé att
dynamiken i det icke-styrda tillstdndet dr s& snabb, att paverkan hérifran

dor ut sé fort som mojligt, 1 detta fall som exp(—2¢).



Situationen kan dock vara #nnu allvarligare! Betrakta tillstindsmodellen:

i = {—11 (jx-%- Hu och y = [1 q]*

Motsvarande dverforingsfunktion &r:

s—1 _ 1
(s+1D)(s—-1) «s+1

G(s) =

Vi ser att x, varken pdverkas indirekt av u via x;. Déremot péverkas inte
x1 alls av x, utan enbart av #. D4 utsignalen y = x, betyder det att dven

om bade x; och x, paverkas av », kommer resultatet av denna péverkan
att delvis forbli okdint, vilket visar sig algebraiskt genom att en faktor i
sverforingsfunktionen forkortas bort. T detta fall kan vi ddremot inte hop-
pas att den “mérka” tillstdndsvariabeln x, “uppfor sig snillt bakom den

nerdragna gardinen”. Den faktor som forkortas bort svarar mot den expo-
nentiellt vixande moden exp(¢)!

Slutsatsen r att Aven om en tillstdndsmodell ger all information om sys-
temet, innebér det en risk att helt och héllet basera konstruktionen av ett
styrsystem pa en Sverforingsfunktion berdknad ur tillstindsmodellen.
Styrbarhet och observerbarhet &r alltsd centrala aspekter vid analys
savil som vid design.



Betrakta det linjéra tidsinvarianta systemet ¥ = Ax + Bu,y = Cx.

Def. 1

Def. 2

Tillstdndsvektorn x* séges vara styrbar om det finns en #indlig

insignal, #(?), som for tillstdndet frén origo till x* pd dndlig tid.
Systemet siges vara styrbart om alla tillstandsvektorer &r styr-
bara.

Tillstdndsvektorn x* # 0 séiges vara icke observerbar (“tyst”)

om utsignalen y(¢) = 0 d& initialtillstindet 4r x* och insignalen

u(?) = 0. Systemet séges vara observerbart om det saknar icke
observerbara tillstdndsvektorer.

Mingden av styrbara tillstdndsvektorer dr det linjdra rum som
spénns av kolonnerna i matrisen (dvs dess rangrum)

S= |5 ap 4’5 .. A”_IB]

Om speciellt insignalen u(¢) &r en skaldr, géller att systemet dr
styrbart precis da det{S} # 0. Betrakta detta fall:

Ett tillstdnd som har uppnatts efter tiden 7'da x(0) = 0 &r:

n—1
%(T) = J;f AT OBuydr = ZA"‘B J;f AT - Du(b)dt
k=0

Det framgdr att x(7") &r en linjirkombination av vektorerna A*B.




Sats 2 Mingden av icke observerbara tillstdndsvektorer &r nollrummet
till matrisen

C
CA

CAn—I

Om speciellt utsignalen y(#) ir en skalér, géller att systemet ar
observerbart precis di det{ O} # 0.

Om for x = Ax + Bu,y = Cx inga forkortningar kan ske i overforings-

funktionen G(s) = C(s/ mA)ﬁlB séiges denna tillstdndsmodell vara en
minimal realisering av systemet.

Sats3 Omx = Ax+Bu,y = Cx dr bade styrbart och observerbart,

utgdr denna tillstdndsmodell en minimal realisering av systemet.
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Att ga fran tillstandsmodell till dverforingsfunktion
Betrakta den linjéra tidsinvarianta tillstdndsmodellen

#(0) = Ax()+Bu(®),x e R",uecR"
¥(1) = Cx(f) + Du(?),y € R’

Laplacetransformera dessa linjéra ekvationer:
$X(5) = AX(s) = %(0) + BU(s) = X(s) = (sI-4) 'x(0) + (sI—4) ' BU(s)

Notera att X(is) bestar av tva termer, en som relateras till begynnelsevirdet av

tillstdndsvektorn och en som relateras till styrsignalen for > 0. Vi intresserar oss nu
for hur insignalen paverkar utsignalen i s-planet, dvs for &verféringsfunktionen:

Y(s) = C(sI—4) " BU(s)+DU(s)
Varfor vi erhaller 6verforingsfunktionen

-1 1 L
G(s) = C(sI-A) ' B+D = — L . Cadj(sI-A)B+D
(8 = Clel=4) Tersl—ay COvGI=A)

Vi betraktar nu fallet att » och y #r skaldrer, d& C 4r en radvektor och B 4r en kolonn-
vektor, det(sI—A) #r ett polynom av gradtal n och adj(sI—A) 4r en n x n-matris,
vars element dr polynom av hégst gradial » — 1. Detta betyder att Cadj(s{—A)B &r

ett polynom av hogst gradtal » — 1. Vi noterar att systemets poler &r 16sningar till
ekvationen det(sI—A) = 0. Ldsningarna ger samtidigt egenvérdena till matrisen 4.

Vi kan dirfor ge regeln att ett system ir insigral/utsignalstabilt om egenviirdena till
matrisen 4 i tillstdndsmodellen, ligger strikt inne i det viinstra komplexa halvplanet.




Transformation i tillstandsrummet
Betrakta aterigen den linjira tidsinvarianta tillstdndsmodellen
(1) = Ax() + Bu(t), y(£) = Cx(¥) + Du(%)
och motsvarande verféringsfunktion
G(s) = C(sI-A) 'B+D

Overforingsfunktionen G beskriver entydige systemets dynamik frén insignalen « till
utsignalen y. Det 4r dock s atf flera tillstdndsmodeller kan beskriva samma system.

Betrakta den linjira transformationen x = Tz , dér T #r en inverterbar » x n-matris.
Transformationen definierar en ny tillstandsmodell:

i=7Ts= ATz +Bu=>2 = (I "AT)z+ (T 'B)u och y = (CT)z + Du

De nya matriserna #t: A= T_IAT,f? = T_IB, C=CT,D=D

Vi skall nu underséka om den nya tillstindsmodellen beskriver samma system, och
beriknar dérfor dess Sverforingsfunktion:

~ ~ B _ -1 _
C(s) = C(sI-A) B+D = CT(sI-T 'AT) T 'B+D =
- .
= CT[T(sI- T 'AT)Y] B+D = CT[sT—AT] 'B+D =
= CT{(sI-A)TT'B+D = CTT N (s1-4) 'B+D =

= CGsI-A)'B+D = G(s)

D4 det finns o#indligt manga inverterbara # x n-matriser 7, s finns alltsé oéindligt
manga tillstdndsmodeller, som beskriver systemet med ¢verféringsfunktionen G.




Att gd frin dverforingsfunktion till tillstindsmodell

Vi betraktar fallet att insignalen u och utsignalen y bada #r skaldrer, och att ver-
foringsfunktionen kan skrivas som

n-1 n—2
bs +bys to.+b, _ystb,

G(s) =

n n—1 n
s tays tays to.ta, sta,

Vi kan da ange (bland oéindligt ménga andra) tv& olika tillstandsmodeller, som bada
motsvarar Sverforingsfunktionen G

Styrbar kanonisk form
Ay~ e =ty g, [
1 0 0 0 0
YT lo 1 0 0 **T]0 u’y_w?le“'bn—lng
0 0 1 0] LO.
Observerbar kanonisk form
—~a1 ]. 0 v 0 bl
"‘az 0 1 e 0 bz
P E ey =00 o =y
an_l 0 O . 1 bn'“*1
| 4, 0 0 .. OJ ] b, ]
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Aterkoppling fran rekonstruerade tillstdnd

Systemets och observatdrens tillstandsekvationer med styrlagen inford dr
om vi forst definierar estimeringsfelet X(#) som

x(7) = x() —x(?) (1)

= Ax+B(L,or—L%) = (4~ BL)x+BL% + BL,

&g

d ~ n n n
I = Ax%B(LrefruLx)+K(y—Cx) =
= (4—-BL)x+BL, g+ KCx

Subtrahera forst de tva differentialekvationerna fran varandra

%5&(1‘) — (A - BL)%(1) + (BL—KO)3() = (4 -KC)i()

} 2)

och skriv den férsta och den tredje ekvationen i en “matriskostym”:

dix| - [4=BL BL ||x| 4 |BLigf, | =
—|7 = N sV = 0
d"u { 0 A—K(J u 0 <

(R

>



Vi bersknar det slutna systemets Sverforingsfunktion frén R(s) till Y(s):

-1
_ sI— A4+ BL —BI BL

Man kan berdkna inversen for kvadratiska matriser direkt i termer av deras under-
matriser och deras inverser. S4 till exempel &r, férutsatt att A och C &r inverterbara
matriser;

0C ~1

ml . _
[AB] IRV Tea
0 C

Om detta resultat tilldimpas pa (7) erhélles:
G(s) = C(sI~A+BL) 'BL,,, @)

Observera att observatorspolerna, som ju 4r egenvérden 1l A — KC, inte paverkar

sverforingsfunktionen G(s) och dess egenskaper. Déremot paverkar observators-
polerna systemets interna stabilitet, vilket krdver att nedanstdende matris har alla
egenvirden strikt inne i vénstra halvplanet:

A—-BL BL
0 A4-KC
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Tidsdiskretisering av kontinuerlig regulator
Betrakta exempelvis Pl-regulatorn:
Us) = F(s)E(s) = 0(1 t %JE(S)

Stéll upp en tillstdndsmodell av regulatorn med insignalen e (reglerfelet)
och utsignalen u (styrningen):

X(s)=E(s)/s=>x(t)=e(t) >4 =0,B=1

U(s) = o -E(S)+%-X(S):>u(t) = 2. x(H)+o-e()

<t 19

At

Med 6vergdngsmatris ®(f) = ¢ =1 blir tillstandsekvationens 16sning;:

x(f) = OB)x(ty) + ﬁo®(t—r)Be(r)dr = x(ty) + ﬁoe(r)dr

Lat ¢t = kh, ty = kh—h och 13t dessutom felsignalen vara konstant inom

ett samplingsintervall, dvs att e(r) = e(kh—h), kh—h <r <kh . D4 fas:

x(kh) = x(kh—h)+h-e(kh—h)
u(kh) = (c/1) - x(kh) + ¢ - e(kh)



Eftersom alla tider 4r antingen k7 eller ks — h kan ekvationerna anges
med samplingsintervallet som tidsenhet

x(k) = x(k-=1)+h-e(k-1)
u(k) = (/1) - x(k)+o-e(k)

ctt resultat som direkt kodas i datorn.

Vi kan nu 6vergd till tidsdiskreta dverforingsfunktioner genom Z-trans-
formering av ekvationerna. Om Z{y(k—1)} = Z{y(k)}/z = Y(z)/z
fas alltsé (efter multiplikation med z) zX(z) = X(z) + hl(z), vilket ger:

U(z) = [1 + ———]E( 2)

Vi ser att forstiarkningen dr samma som i tidskontinuetliga fallet, medan
integrationstiden skalats med samplingsintervallet.

Exempel 1 Bestim en samplad dverforingsfunktion till f6ljande system:
G(s) = v/(s+V)

Skriv pa tillstandsform: #(£) = —va(f) + vu() = o) = & = ¢ .

Tillstandsekvationens 16sning skrivs med hjilp av §vergdngsmatrisen:

x(k) = ¢ xk-1+ [ e ey (k- 1)dt =

= -+ (= k- 1)



Z-tranformering ger: et S

A
v o —vh
6 = - 7 %
zZ—€ zZ—d

Z-transformen av en tidsdiskret funktion f definieras som serien

Z{AK)) = AO)+ Az + Az 2 +A3)2 " + ...

Man ser att Z-transformen av ett tidsdiskret steg vid £ = 0 dr 1/(z—1)

och for en tidsdiskret enhetspuls vid £ = 0 &r 1. Man kan d& pa samma
sétt som i tidskontinuerliga system berdkna stegsvar och pulssvar. Med
viktsfunktionen i det tidsdiskreta fallet avses inversa Z-transformen till

utsignalen frdn G'(z) d4 insignalen &r en enhetspuls vid £ = 0, dvs att

viblfurthi
gty = 7{G@) -1} = 7' {G(z)}

Om vi betraktar fallet med distinkta poler pé reella axeln, kan efter par-
tialbraksutveckling, 6verforingsfunktionen skrivas som

2
G(z) = L A ...+12[1+5’+(‘9) +...J+... =

Z—d zZ z VA

= ...+ bzﬁlZ{ak} + ...



Viktfunktionen kan d& skrivas som g(k) = ... +b - a1+ ... Betrakta

bidraget till g i mitten som funktion av diskret tid £ genom tabellen:

b

g0 = 21,60 = 2oag) = 2.

b 2. gty =24 ..
a o

Man finner att talféljden divergerar om |a| > 1, medan den konvergerar

om |a| < 1. Man drar d slutsatsen att om samtliga termer i den summa
som utgdr viktfunktionen g, var for sig konvergerar, 4r systemet insignal/
utsignalstabilt. Analogt med tidskontinuerliga system fas resultatet att

oo

Z lg(k)| < 00 & insignal/utsignalstabilt system
k=0

Man finner att om samtliga distinkta reella poler i en 6verfoéringsfunktion
ar till beloppet mindre 4n 1, 4r systemet insignal/utsignalstabilt. Man kan
visa att om samtliga poler i en Sverforingsfunktion (inte nédvindigtvis
vare sig reella eller distinkta) #ll beloppet dr mindre dn 1 &r detta system
insignal/utsignalstabilt. Dvs, enhetscirkeln i det komplexa z-planet {or
tidsdiskreta system har motsvarande betydelse som imaginédraxeln i det
komplexa s-planet for tidskontinuerliga system. Enhetscirkeln kan map-
pas frn z-planet till s-planet genom den konforma avbildningen

= l1+s e = 27 1
-5 z+1
vilket enkelt visas genom att (pd enhetscirkeln) z = ei(P, —R<Q<T
" :
- . fpah P LM“l'% 5/0"9
SRR z



Exempel 2 Betrakta ett rent integrerande system, G(z) = 1/(z—1)

som skall PI-regleras, dvs med regulatorn #(z) = a+b/(z—1). Ange i
ett ab-plan vilka regulatorinstillningar som leder till ett stabilt aterkop-
plat system. Karakteristiska ekvationen blir i detta fall:

(z-Datb, , _
(z—1)°

I(2)+1 = 0

.ﬁ+{a—2ﬁ+b~a+l==0

Gor en Mobiustransformation z = (1 +w) /(1 —w):

2
(1"{"__‘_4’) +(a—2)(l=i£)+b—a+1 =0
1—w I —w

Efter forenkling fis KB (4 - 2a+ b)w” +2(a—byw+b+1 = 0, dér
(enligt Routh’s kriterium) koefficienterna maste vara strikt positiva, dvs

2a—b<4,a—b>0,b>-1
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