
Tentamen
Datastrukturer, DAT037

• Datum och tid för tentamen: 2018-01-10, 14:00–18:00.

• Ansvarig: Fredrik Lindblad. Nås på tel nr. 031-772 2038. Besöker tenta-
menssalarna ca 15:00 och ca 16:30.

• Godkända hjälpmedel: Ett A4-blad med handskrivna anteckningar (fram-
och baksida).

• Tentan innehåller 6 uppgifter. Varje uppgift får betyget U, 3, 4 eller 5.

• För att få betyget 𝑛 (3, 4 eller 5) på tentan måste man få betyget 𝑛 eller
högre på minst 𝑛 uppgifter.

• En helt korrekt lösning av en uppgift ger betyget 5 på den uppgiften. Lös-
ningar med enstaka mindre allvarliga misstag kan eventuellt ge betyget 5,
och sämre lösningar kan ge lägre betyg.

• Betyget kan i undantagsfall, med stöd i betygskriterierna för DAT037,
efter en helhetsbedömning av tentan bli högre än vad som anges ovan.

• Lämna inte in lösningar för flera uppgifter på samma blad.

• Skriv din tentakod på varje blad.

• Lösningar kan underkännas om de är svårlästa, ostrukturerade eller dåligt
motiverade. Om inget annat anges får pseudokod gärna användas, men den
får inte utelämna för många detaljer.

• Om inget annat anges så kan du använda kursens uniforma kostnadsmodell
när du analyserar tidskomplexitet (så länge resultaten inte blir uppenbart
orimliga).

• Om inget annat anges behöver du inte förklara standarddatastrukturer och
-algoritmer från kursen (sådant som har gåtts igenom på föreläsningarna),
men däremot motivera deras användning.

• Efter rättning är tentamen tillgänglig vid expeditionen på plan 4 i EDIT-
huset och kan granskas där. Den som vill diskutera rättningen kan, inom
tre veckor efter att resultatet har rapporterats, kontakta ansvarig lärare
och boka tid för ett möte. Notera att tentamen i så fall inte ska tas med
från expeditionen.
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1. Analysera nedanstående kods tidskomplexitet, uttryckt i n:

for (int i = 0; i < n; i++) {
t.add(s.pop());

}
for (int i = 0; i < n; i++) {

l.addFirst(t.deleteMax());
}

Använd kursens uniforma kostnadsmodell och gör följande antaganden:

• Att int kan representera alla heltal och att n är ett positivt heltal.
• Att s är en stack av heltal med från början n distinkta element och

att stacken är implementerad med en dynamisk array.
• Att t är ett från början tomt AVL-träd med heltalselement.
• Att l är en från början tom länkad lista med heltalselement.

Analysen ska bestå av en matematisk uträkning av tidskomplexiteten och
ska hänvisa till programkoden. För datastrukturernas operationer kan du
hänvisa till standardimplementeringarnas komplexitet. Svara med ett en-
kelt uttryck (inte en summa, rekursiv definition eller dylikt). Onödigt opre-
cisa analyser kan underkännas.

2. Följande array av heltal representerar en binär heap. Roten är det första
elementet från vänster.

3 5 8 10 8 13 16 12 13 15 20 20 14
Hur ser arrayen ut efter ett anrop av delete-min/poll?
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3. Konstruera en datastruktur som representerar en mängd av heltal. Antag
att en heltalsmängd av storlek 𝑛 innehåller elementen 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 och
𝑥1 < 𝑥2 < ⋯ < 𝑥𝑛. I denna uppgift säger vi att mängden då har de
𝑛 − 1 intervallen [𝑥1, 𝑥2], [𝑥2, 𝑥3], … , [𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛]. Längden på ett intervall
[𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1] är 𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘. För ett intervall [𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1] kallar vi 𝑥𝑘 för den
nedre gränsen.
Datastrukturen ska ha följande operationer:

empty() Skapar en tom mängd.
add(𝑥) Lägger till heltalet 𝑥 till mängden. Om 𝑥 redan finns i mängden

förändras den inte.
higher(𝑥) Returnerar det minsta tal i mängden som är större än 𝑥. Om

alla tal i mängden är mindre än 𝑥 returneras null.
longestInterval() Returnerar den nedre gränsen för det längsta inter-

vallet som mängden har. Om mängden har flera intervall som är
längst så returneras nedre gränsen för det intervall som ligger längst
till vänster på tallinjen, vilket är det med minst nedre (och övre)
gräns. Om mängden inte har något intervall returneras null.

Följande pseudokod exemplifierar hur datastrukturen ska fungera:

s = empty()
s.add(3)
s.longestInterval() --> null
s.add(10)
s.longestInterval() --> 3
s.add(6)
s.add(14)
s.higher(12) --> 14
s.longestInterval() --> 6
s.add(8)
s.longestInterval() --> 10

Låt 𝑛 vara antalet heltal i mängden. Operationerna ska ha följande tids-
komplexitet:

• För trea: empty: 𝑂(1), add, higher, longestInterval: 𝑂(𝑛)
• För fyra eller femma: empty: 𝑂(1),

add, higher, longestInterval: 𝑂(log 𝑛)
För samtliga operationer kan angivet mått gälla amorterat eller i genom-
snitt. Oavsett betyg ska du genom analys av koden visa att komplexitets-
kraven är uppfyllda.
Du kan använda eller utgå från standarddatastrukturer och -algoritmer
utan att beskriva dem i detalj. Implementationen av datastrukturen be-
höver inte beskrivas med detaljerad kod, men lösningen måste innehålla
så mycket detaljer att tidskomplexiteten kan analyseras.
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4. Implementera en metod som, givet en riktad, acyklisk graf och en start-
och slutnod, beräknar antalet distinkta vägar mellan start- och slutnoden
i grafen. Till exempel ska resultatet för grafen nedan med 0 som startnod
och 6 som slutnod vara 7.

0

1

2

3

4

5

6

Nodetiketterna är heltal mellan 0 och 𝑣−1, där 𝑣 är antalet noder. Grafen
representeras med grannlistor enligt följande klassfragment:

class Graph {
private int[][] adj;
...
public int countPaths(int start, int dest) { ... }

}

För grafen ovan så är adj en array av längd sju och adj[2], för att ta ett
exempel, är en array av längd ett som innehåller talet 3.
Ditt jobb är alltså att implementera metoden countPaths.
För fyra eller femma ska metoden har tidskomplexiteten 𝑂(𝑣 + 𝑒), där 𝑣
är antalet noder och 𝑒 antalet kanter i grafen. För dessa betyg måste du
också visa att så är fallet.
Endast detaljerad kod godkänns. Med undantag av grafalgoritmer kan
du använda standarddatastrukturer och -algoritmer utan att förklara hur
dessa fungerar.
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5. Uppgiften är att implementera metoder i följande klass:

class SinglyLinkedList<A> {
private class Node {

public A contents; // Nodens innehåll.
public Node next; // Nästa nod; null för

// sista noden.
public Node() {}

}
private Node first = null;

// Första noden; null om listan är tom.

public SinglyLinkedList() {}

public boolean contains(A e) {
...

}

public void reverse() {
...

}

...
}

Klassen SinglyLinkedList är generisk och representerar en lista med en
enkellänkad lista utan vaktposter.
Implementera metoden contains(e). Den ska returnera true om ett ele-
ment lika med e finns i listan och annars false. Metoden ska inte förändra
listan. Metoden ska ha komplexiteten 𝑂(𝑛), där 𝑛 är antalet element i lis-
tan, och du ska visa att så är fallet.
För fyra eller femma ska du också implementera metoden reverse().
Denna metod ska förändra listan så att elementen hamnar i omvänd ord-
ning. Om till exempel den listan som instansen representerar är [1, 3, 2, 5]
så ska den efter ett anrop av reverse() vara [5, 2, 3, 1]. Metoden ska ha
komplexiteten 𝑂(𝑛), där 𝑛 är antalet element i listan, och du ska visa att
så är fallet.
Endast detaljerad kod godkänns, ej pseudokod. Att använda hjälpmeto-
der är tillåtet, men du får inte anropa några andra metoder, om du inte
implementerar dem själv.
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6. Konstruera en datastruktur för att representera en mängd av strängar
innehållande decimalsiffror (tecknen '0', '1', …, '9'). Datastrukturen
ska följande operationer:

empty() Skapar en tom mängd.
add(𝑠) Lägger till decimalsträngen 𝑠 till mängden. Om strängen redan

finns i mängden förändras den inte.
contains(𝑠) Returnerar true om decimalsträngen 𝑠 finns i mängden,

annars false.
restrictToPrefix(𝑠) Tar bort alla strängar i mängden som inte börjar

med decimalsträngen 𝑠.

Notera att för alla operationer som har 𝑠 som argument så kan detta antas
vara en sträng vars tecken alla är någon av siffrorna '0' till '9'.
Följande kod exemplifierar hur operationerna ska fungera:

s = empty()
s.add("25")
s.add("253")
s.add("2539")
s.add("257")
s.add("332")
s.restrictToPrefix("253")
s.contains("25") -> false
s.contains("253") -> true
s.contains("2539") -> true
s.contains("257") -> false
s.contains("332") -> false

Operationerna måste ha följande tidskomplexiteter (där 𝑛 är antalet ele-
ment i mängden, och ℓ är längden på strängargumentet som benämns 𝑠
ovan):

• För trea: empty: 𝑂(1),
add, contains, restrictToPrefix: 𝑂(ℓ𝑛).

• För fyra eller femma: empty: 𝑂(1),
add, contains, restrictToPrefix: 𝑂(ℓ).

Oavsett betyg ska du genom analys av koden visa att komplexitetskraven
är uppfyllda.
Du kan använda eller utgå från standarddatastrukturer och -algoritmer
utan att förklara hur de fungerar. Implementationen av datastrukturen
behöver inte beskrivas med detaljerad kod, men lösningen måste innehålla
så mycket detaljer att tidskomplexiteten kan analyseras.
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Lösningsförslag till tentamen
Datastrukturer, DAT037 (DAT036), 2017-08-17

1. Båda looparna upprepas n gånger.

• s.pop() tar 𝑂(1), eventuellt amorterat.
• t.add() tar 𝑂(log 𝑖) för 𝑖:te iterationen av första loopen.
• t.deleteMax() tar 𝑂(log(n−𝑖)) för 𝑖:te iterationen av andra loopen.
• l.addFirst() tar 𝑂(1).

Övrigt tar konstant tid.
Tidskomplexiteten är

𝑂(
n

∑
𝑖=1

(1 + log 𝑖) +
n

∑
𝑖=1

(log(n − 𝑖) + 1)) = 𝑂(n log n + n log n) = 𝑂(n log n)

2. 5 8 8 10 14 13 16 12 13 15 20 20
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3. Uppgiften säger inte vad higher(x) ska returnera om det inte finns tal
större än x men x själv finns i mängden. Lösningen får därför returnera
vad som helst i detta fall. I förslaget nedan returneras null.
För betyg tre kan man t.ex. lagra heltalen sorterat i en lista. add() tar då
𝑂(𝑛), higher() tar 𝑂(log 𝑛) med binärsökning och longestInterval()
tar 𝑂(𝑛) med linjärsökning efter längsta intervall mellan två efterföljande
tal.
För högre betyg kan man använda två balanserade sökträd, ett med heltal
och ett med intervall sorterade på längd. För intervallen kan man ha en
hjälpklass och en komparator definierad för denna. Denna komparator
tittar på intervallens längd i första hand och på t.ex. vänstergränsen i
andra hand.

class IntSet {
private class Interval {

int leftLimit, rightLimit;

Interval(int leftLimit, int rightLimit) {
this.leftLimit = leftLimit;
this.rightLimit = rightLimit;

}
}

private class IntervalComparator implements Comparator<Interval> {
@Override
public int compare(Interval o1, Interval o2) {

int lengthDiff = (o2.rightLimit - o2.leftLimit) -
(o1.rightLimit - o1.leftLimit);

if (lengthDiff == 0) return o1.leftLimit - o2.leftLimit;
return lengthDiff;

}

}

private TreeSet<Integer> s = new TreeSet<>();
private TreeSet<Interval> intervals =

new TreeSet<>(new IntervalComparator());

public void add(int x) {
if (s.contains(x)) return;
s.add(x);
Integer prev = s.lower(x);
Integer next = s.higher(x);
if (prev != null && next != null) {

intervals.remove(new Interval(prev, next));
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}
if (prev != null) {

intervals.add(new Interval(prev, x));
}
if (next != null) {

intervals.add(new Interval(x, next));
}

}
public Integer higher(int x) {

return s.higher(x);
}
public Integer longestInterval() {

if (intervals.isEmpty()) return null;
return intervals.first().leftLimit;

}
}

lower() och higher() är definierade i Java collections framework så de
får räknas som standardoperationer. lower()/higher() utför en vanlig
sökning och när den når värdet eller ett tomt delträd returnerar den när-
maste förfader för vilken noden eller det tomma delträdet befinner sig
i höger/vänster delträd. Dessa operationer har logaritmisk komplexitet.
first() är också definierad i Java collections framework så den får räk-
nas som en standardoperation. Denna traverserar trädet genom att hela
tiden gå till vänster. Denna operation har logaritmisk tidskomplexitet.
s innehåller 𝑛 element och intervals innehåller 𝑛 − 1 stycken. Trädope-
rationerna tar alltså 𝑂(log 𝑛).
Konstruktorn/empty() tar 𝑂(1). add() innehåller inga loopar och alla
operationer tar max 𝑂(log 𝑛). longestInterval() innehåller också ope-
rationer som tar max 𝑂(log 𝑛).
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4. För trea kan man göra en dfs som inte håller reda på om en nod redan
besökts och räkna antal vägar man kommer till slutnoden. För högre betyg
kan man göra en dfs som för varje nod håller reda på om den är besökt
och, om den är besökt, hur många väger det finns från denna nod till
slutnoden.

public int countPaths(int start, int dest) {
int[] visCount = new int[adj.length];
for (int i = 0; i < visCount.length; i++) {

visCount[i] = -1;
}
visCount[dest] = 1;
dfs(visCount, start);
return visCount[start];

}

private void dfs(int[] visCount, int cur) {
if (visCount[cur] >= 0) return;
int n = 0;
for (int i = 0; i < adj[cur].length; i++) {

dfs(visCount, adj[cur][i]);
n += visCount[adj[cur][i]];

}
visCount[cur] = n;

}

Talet -1 i visCount representerar att noden inte besökts/antalet vägar
till slutnoden är okänt.
Loopen i countPaths tar 𝑂(𝑣). Hjälpmetoden dfs anropas max 𝑒 + 1
gånger därför att rekursiva anrop sker max en gång per kant eftersom
loopen i dfs bara utgörs max en gång per nod eftersom if-satsen på första
raden avslutar metoden om noden redan besökts. visCount[cur] sätts
inte förrän i slutet av metoden men detta gör inget eftersom grafen är
acyklisk vilket innebär att noden cur inte kommer besökas i de rekursiva
anropen. Koden efter första raden i dfs utförs max 𝑣 gånger och loopen
itereras som sagt totalt 𝑒 gånger. Tidskomplexiteten är alltså 𝑂(𝑣 + 𝑒).
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5. public boolean contains(A e) {
Node c = first;
while (c != null) {

if (c.contents.equals(e)) return true;
c = c.next;

}
return false;

}

public void reverse() {
Node c = first;
Node p = null;
while (c != null) {

Node n = c.next;
c.next = p;
p = c;
c = n;

}
first = p;

}
Loopen i contains upprepas i värsta fall 𝑛 gånger. Varje iteration samt
övrig kod tar konstant tid. Alltså 𝑂(𝑛).
Loopen i reverse upprepas 𝑛 gånger. Varje iteration samt övrig kod tar
konstant tid. Alltså 𝑂(𝑛).
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6. För trea kan man använda en länkad lista av strängar. add lägger till
element till listan. Det tar 𝑂(1). contains gör linjärsökning. För varje
element i listan tar jämförelsen 𝑂(ℓ) i värsta fall. Totalt tar det 𝑂(ℓ𝑛).
restrictToPrefix går igenom alla element och tar bort alla som inte
börjar på 𝑠. Det tar 𝑂(ℓ𝑛).
För högre betyg kan man använda ett prefixträd. Varje nod har tio barn,
ett för varje siffra. add och contains utförs som standardoperationerna
för prefixträd. Dessa tar 𝑂(ℓ). restrictToPrefix utför en sökning efter
𝑠 och på vägen raderas alla delträd förutom det barn man går vidare till.

class Set {
private class Node {

boolean member = false;
Node[] children = new Node[10];

}

private Node root = null;

public Set() {
}

public void add(String s) { ... }

public boolean contains(String s) { ... }

public void restrictToPrefix(String s) {
Node n = root;
int i = 0;
while (n != null && i < s.length()) {

int d = Character.digit(s.charAt(i), 10);
for (int j = 0; j < 10; j++) {

if (j != d) n.children[j] = null;
}
n.member = false;
n = n.children[d];
i++;

}
if (n == null) {

root = null;
}

}
}

Loopen i restrictToPrefix upprepas max ℓ gånger. Den inre loopen
upprepas ett konstant antal gånger. If-satsen på slutet och alla atomära
satser tar konstant tid. Alltså är tidskomplexiteten 𝑂(ℓ).
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