Tentamen
Datastrukturer (DAT036)

Datum och tid for tentamen: 2011-12-16, 8:30-12:30.

Ansvarig: Nils Anders Danielsson. Nas pa 0700 620 602 eller anknytning
1680. Besoker tentamenssalarna ca 9:30 och ca 11:30.

Godkénda hjilpmedel: Kursboken (Data Structures and Algorithm Ana-
lysis in Java, Weiss, valfri upplaga), handskrivna anteckningar.

For att fa betyget n (3, 4 eller 5) maste du 16sa minst n uppgifter. Om
en viss uppgift har deluppgifter med olika gradering sa rdknas uppgiften
som 16st om du har 16st alla deluppgifter med gradering n eller mindre.

For att en uppgift ska rdknas som “lost” s maste en i princip helt kor-
rekt 16sning ldmnas in. Enstaka mindre allvarliga misstag kan eventuellt
godkinnas (kanske efter en helhetsbedémning av tentan; for hogre betyg
kan kraven vara hardare).

Lamna inte in 16sningar fér flera uppgifter pa samma blad.
Skriv din tentakod pa varje blad.

Losningar kan underkdnnas om de ar svarlista, ostrukturerade eller daligt
motiverade. Pseudokod far girna anvindas, men den far inte utelamna for
manga detaljer.

Om inget annat anges sa kan du anvinda kursens uniforma kostnadsmodell
ndr du analyserar tidskomplexitet (sé linge resultaten inte blir uppenbart
orimliga).



1. (Latt.) Skriv ett effektivt program som tar en lista av strangar, berdknar
varje strangs frekvens (hur manga ganger den férekommer i listan), och
skriver ut strangarna sorterade efter frekvens (i fallande ordning). Om tva
strdngar har samma frekvens spelar ordningen ingen roll. Exempel:

o Lista: "elefant", "giraff", "lodjur", "elefant", "elefant"

o Utskrift:

elefant
lodjur
giraff

Forklara implementationen, och analysera programmets tidskomplexitet.
Din analys ska ta hdnsyn bade till listans langd n, och antalet tecken
w i den langsta strangen. Var tydlig med vilka antaganden du gor i din
analys. Standarddatastrukturer och -algoritmer fran kursen behover inte
forklaras, men daremot motiveras. Om pseudokod anvénds maste den vara
detaljerad.

2. (Ldtt.) Betrakta foljande Javaklass:

// Tradnoder med foéradldrapekare.

//

// Invariant: Om this.parent inte &r null s& gdller antingen

//  this.parent.left = this

// eller

//  this.parent.right = this.

public class Node<A> {
public A contents; // Innehall.
public Node<A> left; // Vanster deltrad.
public Node<A> right; // Hoger deltrad.
public Node<A> parent; // Fordlder.

}

Ar foljande implementation av enkelrotation korrekt? Motivera (girna
med figurer), och om ndgot &r fel, visa hur man kan atgérda felet. (Even-
tuella problem har inget med Java att gora. Koden kompilerar utan pro-
blem.)



// Roterar upp noden child férbi sin férédlder.
//
// Noden child samt dess foérdlder och férdlderns fordlder
// maste vara icke-null.
public static <A> void rotateUp(Node<A> child) {
// Forfader.
Node<A> parent child.parent;
Node<A> grandparent = parent.parent;

// Uppdatera foéraldrapekare.
child.parent = grandparent;
parent.parent child;

// Uppdatera barnpekare.
if (parent.left == child) {
parent.left child.right;

child.right = parent;

} else {
parent.right = child.left;
child.left = parent;

X

// Uppdatera pekaren fran "farféradldern".

if (grandparent.left == parent) {
grandparent.left = child;

} else {
grandparent.right

child;
}



3. Uppgiften ar att konstruera en datastruktur som implementerar en variant
av avbildnings-ADTn (“map-ADTn”).

Anta att nycklar ar totalt ordnade och att det finns en komparator som
avgor hur tva nycklar k; och k, ar relaterade (k; < ko, ky = ky eller
k, > ky). ADTn har foljande operationer:

empty: Skapar en tom avbildning.

insert(k,v): Lagger till en bindning k + v till avbildningen. Om en bind-
ning k — v’ redan finns i avbildningen sa tas den bort.

lookup(k): Om en bindning k — v finns i avbildningen sa ger den héar
operationen v som svar, och annars meddelas pa nagot lampligt sétt
att en sddan bindning saknas.

remove-smaller(k): Tar bort alla bindningar k" ~ v déir k' < k. Ovriga
bindningar paverkas inte.

Den har uppgiften har graderade deluppgifter:

For trea: Implementera ovanstdende ADT, forklara hur din implemen-
tation fungerar, och analysera operationernas tidskomplexitet. Stan-
darddatastrukturer och -algoritmer fran kursen behover inte beskri-
vas i detalj. For att bli godkdnd maste du se till att operationerna har
foljande tidskomplexiteter (antingen i vérsta fall, eller amorterat):
empty: O(1).
insert: O(logn).
lookup: O(logn).
remove-smaller: O(nlogn).

Héar ar n antalet bindningar i avbildningen. Du kan anta att element
kan jamforas pa konstant tid.

For fyra: Som for trea, men remove-smaller ska ha tidskomplexiteten
O(logn).



4. Man kan sortera riktade acykliska grafer (DAGs) topologiskt genom att
gora en djupet forst-sokning och pusha noderna pa en stack i postordning.

For trea: Implementera den hér algoritmen. Skriv en funktion (metod)
som tar en graf och ger tillbaka en lista med grafens noder i topologisk
ordning. Exempel:

o Graf:

o Mojligt resultat: 0, 1, 2, 3, 4.

Var tydlig med hur du representerar grafer, och hur djupet forst-
sOkningen utfors. Du behover inte beskriva implementationer av stac-
kar och listor i detalj.

For fyra: Analysera din implementations tidskomplexitet (noggrant, det
ricker inte att skriva “djupet forst-sokning tar si och sa lang tid”, du
maéste analysera din egen implementation).

5. (Svdr.) Betrakta foljande variant av list-ADTn:

empty: Skapar en tom lista.
insert(x): Léagger till x sist i listan.
delete-last: Tar bort och ger tillbaka listans sista element. Krav: Listan

far inte vara tom.

Man kan implementera den hir ADTn med en dynamisk array pa féljande
sétt:!
empty: Allokera en array med lingd ett.

insert(z): Om arrayen ar full: férdubbla arrayens storlek. Stoppa in x
pa den forsta lediga positionen.

delete-last: Ta bort det sista elementet fran arrayen. Om arrayens
lingd ¢ &r minst 4, och den innehdaller ¢/4 element, halvera array-
ens storlek. Ge tillbaka det sista elementet.

Notera att arrayens langd hela tiden &ar 2" for nagot k € N.

Din uppgift dr att bevisa att alla operationer tar amorterat konstant tid.

INotera att den hir pseudokoden inte ar detaljerad.



6. (Svar.) Handelsresandeproblemet kan formuleras sa hér: Givet en kom-
plett,? viktad, oriktad graf, hitta en kortaste enkel cykel. Med andra ord,
hitta en vig som besoker alla noder exakt en géng, férutom att den borjar
och slutar i ssmma nod, och som &r minst lika kort som alla andra sadana

vagar.

Los foljande variant av handelsresandeproblemet effektivt:

o Kanternas vikter ar ickenegativa. Du kan anta att de dr naturliga tal.

o Grafen uppfyller triangelolikheten: Lat d(u,v) sta for vikten av kan-
ten mellan noderna u och v. I sé fall géller for alla noder u, v och w
att d(u,w) < d(u,v) + d(v, w).

e Du behover inte hitta en kortaste enkel cykel, det rdcker att hitta en
enkel cykel som dr max dubbelt sa lang som de kortaste.

Standarddatastrukturer och -algoritmer fran kursen behover inte forklaras.
Motivera utforligt varfér din 16sning ar korrekt och effektiv.

Tips: Anviand ett minsta uppspidnnande trad.

2T en komplett graf finns det, fér varje par av noder, en kant mellan noderna.



Losningsforslag for tentamen i
Datastrukturer (DAT036)
fran 2011-12-16

Nils Anders Danielsson

1. Lat oss bendmna indatalistan strangar.

Vi kan boérja med att berdkna varje strings frekvens genom att anvinda
en hashtabell som mappar strangar till frekvenser:

frekvenser +« new hashtabell
fér varje stradng s i stréangar
om s + £ finns i frekvenser
frekvenser.insert(s, £ + 1)
annars
frekvenser.insert(s, 1)

Lat oss séiga att listan innehaller n strangar, och att den ldngsta striangen
innehaller w tecken. Det &r d& rimligt att anta att hashfunktionen kan
berdknas pd O(w) steg. Om vi vidare antar att hashfunktionen &r per-
fekt! s tar insdttning/uppslagning i hashtabellen ocks& O(w) tidsenheter
(amorterat), och koden ovan tar totalt O(wn) tidsenheter.

L&t oss nu extrahera en lista med par (s, f) av strangar och frekvenser:
stréang-frekvens-par « frekvenser.list-with-bindings()

Den héar konverteringen tar O(n) tidsenheter, om hashtabellens lastfaktor

A > ¢ for ndgon konstant ¢ oberoende av n.

Nu kan vi sortera listan m a p andra komponenten, i fallande ordning:
stréang-frekvens-par.sort(descending)

Hér 4r descending en komparator som, da p; = (s, f;) och py = (55, f,)
jamfors, siger “p; < p,” om f; > f,, “p; = p,” om f; = f,, och
“p; > p,” om f, < f,. Sorteringen kan utféras med O(nlogn) jimforel-
ser, och jamforelserna tar konstant tid (givet att vi anvinder en uniform
kostnadsmodell), sa tidskomplexiteten blir O(nlogn).

Knappast realistiskt, men férhoppningsvis inte alltfor 1angt fran sanningen med realistiska,
indata.



Till sist kan vi skriva ut frekvensernas:

for varje par (s, f) i stréng-frekvens-par
skriv ut s f6ljt av en radbrytning

Om vi antar att tiden for en utskrift &r O(c), dar ¢ ar antalet tecken i
strangen, s& ar tidskomplexiteten for utskriften O(wn).

Den totala tidskomplexiteten blir O(n(w + logn)).

2. Implementationen &r inte korrekt. Betrakta foljande situation:

A0
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Efter ett anrop av rotateUp(c) far vi foljande situation:

a’@
T
oo
Notera att vi inte har uppdaterat fordldrapekaren fér noden r, vilket be-

tyder att invarianten for Node &r bruten: r.parent # null, men dnda har
vi varken r.parent.left = r eller r.parent.right = r.

Man kan atgérda felet genom att alltid uppdatera fordldrapekare och barn-
pekare samtidigt (se inldmningsuppgift 6.3 fran 2011 ars upplaga av kur-
sen).

3. Man kan implementera ADTn med hjélp av ett splaytrad. Operationerna
empty, insert och lookup &ar de vanliga splaytradoperationerna, och har
de vanliga tidskomplexiteterna (amorterat):

o empty: O(1).
o insert: O(logn).
o lookup: O(logn).



Det aterstar att implementera remove-smaller (k). Vi kan gora det pa
foljande satt:

o Forsok hitta minsta nyckeln storre an eller lika med k.

e Om det inte finns nadgon sadan nyckel sa ar alla nycklar mindre &n k,
och da kan vi avsluta genom att skapa ett nytt, tomt trad.

e Om det finns nagon sadan nyckel, splaya upp motsvarande nod till
tridets rot, och radera den nya rotens vanstra deltrid (som nu inne-
haller alla nycklar mindre &n k).

Med detaljerad rekursiv? pseudokod:

// Hittar den nod, i deltradet vars rot &r r, som har den
// minsta nyckeln som &r stérre &n eller lika med k. Om
// det inte finns ndgon sddan nod ges istéllet null som
// svar. Roten r fir vara null.
Node find-closest-larger-key(Key k, Node r) {
if (r == null) {
return null;

}

if (r.key == k) {

return r;
} else if (r.key < k) {

return find-closest-larger-key(k, r.right);
} else { // r.key > k

Node n = find-closest-larger-key(k, r.left);

if (n == null) return r;

else return n;

3

remove-smaller (k) {
// Antag att traddklassen innehdller exakt en
// tillsténdsvariabel, root, som pekar pa rotnoden.
Node larger = find-closest-larger-key(k, root);
if (larger == null) {
root = null;
} else {
splay(larger);
larger.left = null;
}
}

2En iterativ implementation kan vara béttre, eftersom den undviker problem med ”stack

overflow”.



Hur effektiv 4r implementationen ovan? Analysen av splaying visar att
en splaytriddsoperation som innefattar sokning efter en nod och sedan
splaying av den noden till triddets topp (plus O(1) extra arbete for varje
nod léngs sokvigen) har tidskomplexiteten O(logn) (amorterat, och givet
att jamforelser tar konstant tid). I remove-smaller utfors inte splayingen
om find-closest-larger-key inte hittar nagon lamplig nod, men det
gor inget: Vi skulle kunna éndra koden ovan sa att den splayar upp den
sista noden som besoktes dven om ingen lamplig nod hittas, men eftersom
tridet raderas i néista steg skulle det inte paverka slutresultatet — koden
uppfor sig som om splayingen faktiskt utférdes.

Raderingen av noder med sma nycklar (genom att sitta larger.left
eller root till null) tar konstant tid och okar inte trddets potential, s&
den amorterade tidskomplexiteten ar O(1).

Slutsatsen blir att den amorterade tidskomplexiteten for remove-smaller
ar O(logn).

. Grafrepresentation: Noder &r numrerade fran 0 till n — 1, dar n &r antalet
noder. Grafstrukturen representeras med grannlistor: en array med storlek
n, ddr n ar antalet noder, och dér position i innehaller en ldnkad lista med
nod s direkta efterfoljare.

Vi kan implementera algoritmen i uppgiftsspecifikationen pa féljande satt
(pseudokod):

List<Integer> topological-sort(Graph g) {
// Stacken.
List<Integer> stack = new Stack<Integer>;

// Array som visar om en viss nod beso6kts.
Boolean visited[] = new Boolean[g.number-of-nodes];

// Initialisering av arrayen.
for (Integer i = 0; i < g.number-of-nodes; i++)
visited[i] = false;

// En lokal procedur med tillgadng till variablerna
// stack och visited.
void dfs(Integer i) {

visited[il = true; // (A)

for all immediate successors j of i in g { // (B)
if (not visited[j])
dfs(j);
}

stack.push(i); // (C)
}



// Djupet forst-sockning (D).
for (Integer i = 0; i < g.number-of-nodes; i++) {
if (not visited[i])
dfs(i);
}

// Den topologiskt sorterade listan.
return stack;

}
Tidskomplexitetsanalys (givet en graf med noder V och kanter E):

o Allokering av stack: O(1).
o Allokering och initialisering av array: O(|V]).

e Proceduren dfs anropas exakt en gang for varje nod, sa raderna A
och C kors bada |V] ganger, och tar konstant tid varje gang: O(|V]).

e Loopen Bs kropp kors en gang for varje kant, och varje iteration tar
konstant tid (om man inte rdknar tiden f6r dfs(j)): O(|E]).

o Loopen Ds kropp tar ocksa konstant tid (om man inte réknar tiden
for afs(i)): O(|V]).
Totalt: O(|V] + |E)).

. Lat oss anvdnda potentialmetoden med foljande potentialfunktion (dér ¢
ar arrayens langd, eller kapacitet, och n &r listans langd):

U(c,n) = klc— 2n|.

Tanken &r att potentialen &r minst nér arrayen dr halvfull, och okar ju
nirmare vi kommer en férdubbling/halvering av storleken; k ar en positiv
konstant vars viarde forhoppningsvis faller ut fran analysen nedan.

Som ett specialfall kan vi definiera att potentialen ér 0 innan vi kért empty.

Ar potentialfunktionen OK? Ja, i och med att potentialen &r ickenegativ sa
ar ursprungspotentialen mindre &n eller lika med alla méjliga potentialer.

Lat oss nu analysera operationerna:
o empty: Tar konstant tid, och 6kar potentialen fran 0 till 1. Den amor-
terade tidskomplexiteten ar alltsa O(1).

e insert: Om vi inte fordubblar arrayen sa tar insert konstant tid,
och potentialen 6kar med

U(c,n+1) — ¥(e,n) = k|lc —2(n+ 1)| — klc — 2n],

dar ¢ och n ar kapaciteten och langden innan vi satt in det nya
elementet. En enkel fallanalys (¢ < 2n, ¢ =2n+ 1 och ¢ > 2(n + 1))



visar att 6kningen ar som mest 2k. Den amorterade tidskomplexiteten
ar da som mest O(1) + 2k, vilket &r O(1) eftersom k &r en konstant.

Om vi férdubblar arrayens kapacitet fran c till 2¢ sa ar tidskomplex-
iteten av insert O(c) (vi kopierar ¢ element och sétter in ett nytt).
Potentialférandringen &r

U(2¢,c+1) — U(e,¢) = k|2¢ — 2(c + 1)| — k|c — 2¢| = —k(c — 2).

Den amorterade tidskomplexiteten dr O(c) — k(c — 2), vilket &r O(1)
om k kan valjas tillrdckligt stor.

e delete-last: Borttagningsoperationen kan analyseras pa motsva-
rande sitt. Om kapaciteten inte halveras dr den amorterade tids-
komplexiteten (notera att n > 1)

Om kapaciteten halveras dr den amorterade tidskomplexiteten (no-
tera att ¢ ar en tvapotens och ¢ > 4)

O(c) —HII(E c) - \I/(C,E +1> =

274 4
O(c)+k]g—2§.—k(c—2(§+1)(:
O(c)—gkc.

Hér far vi aterigen att den amorterade tidskomplexiteten dr O(1) om
k kan véljas tillrackligt stor.

M a o blir den amorterade tidskomplexiteten for alla operationer O(1) om
vi bara later k vara tillriackligt stor.

6. Algoritm (for grafer med minst tva noder):

e Berékna ett minsta uppspidnnande trad T. Ett sddant trdd existerar
eftersom grafen dr sammanhéngande.

o Gor en djupet forst-sokning i T (inte grafen), med bérjan i en god-
tycklig nod v, och ldgg varje nod sist i en ldnkad lista p forsta gangen
noden bestks. Om man sedan lagger till v sist i listan s& represente-
rar p en enkel cykel (eftersom grafen dr komplett). Den hér cykeln ar
algoritmens resultat.



Korrekthet Observera forst att triadets totala vikt inte kan vara storre
dn den kortaste enkla cykelns vikt w, for om man tar bort en kant fran
cykeln sa far man ett uppspadnnande trad, och alla kanter har ickenegativa
vikter. Notera ocksa att djupet forst-sokningen i algoritmens andra steg
foljer varje kant i T exakt® tva ganger. Beteckna motsvarande vag med p’.
Den hér véigens totala vikt &r max 2w.

Allt som aterstar dr att visa att vigen p inte dr tyngre/lingre &n p’.
Végen p har i princip konstruerats genom att utgd fran p’ och byta ut
vissa vigsnuttar vq,v,, .., v; (i > 3) mot “genvigar” v;,v; (eftersom no-
derna vy, ..,v;_; redan hade besokts). Triangelolikheten medfor att de
hér genvidgarna aldrig dr langre dn ursprungsvigsnutten:

s
I
-

d(vy,v;) < d(vy,v5) +d(vg,v;) < .. < d(v;,v541)-
J

Il
—

Alltsd ar p max lika 1dng som p’.

Effektivitet Antag att grafen har n noder. D& har den 6(n?) kanter
(eftersom den ar komplett).

Beriikning av minsta uppspinnande trid med Prims algoritm tar O(n?)
steg (om man véljer ritt variant av algoritmen, och givet att det tar kon-
stant tid att jamfora tva vikter), och djupet forst-sokningen tar O(n) steg
(eftersom tradet innehéller n — 1 kanter och vi bara gor konstant mycket
extra arbete per nod och kant). Alltsa dr tidskomplexiteten O(n?), vilket
ar effektivt eftersom grafen innehéller 6(n?) kanter.

3Eftersom T ar ett trad.



