Tentamen
Datastrukturer D
DAT 035/INN960

22 december 2006

Tid: 8.30 - 12.30

Ansvarig: Peter Dybjer, tel 7721035 eller 405836

Max poéng pa tentamen: 60. (Bonuspoédng fran évningarna tillkommer.)
Betygsgranser, CTH: 3 =30 p, 4 =40p, 5 =50 p, GU: G = 30 p, VG = 50 p.

Hjdlpmedel: handskrivna anteckningar pa ett A4-blad. Man far skriva pa bada
sidorna och texten maste kunna ldsas utan forstoringsglas. Anteckningar som
inte uppfyller detta krav kommer att beslagtas!

Skriv tydligt och disponera papperet pa ett lampligt sétt.

Borja varje ny uppgift pa nytt blad.

Skriv endast pa en sida av papperet.

Kom ihag: alla svar ska motiveras vél!

Poangavdrag kan ges for onodigt langa, komplicerade eller ostrukturerade 16sningar.

Lycka till!



1. Vilka av féljande pastaenden &ar korrekta och vilka ar felaktiga? Diskutera! Det
kan vara viktigare att belysa fragan pa ett allsidigt sétt &n att ge ratt svar. Nar
O-komplexiteter for relevanta operationer ar betydelsefull for fragans svar ska
de anges.

(a) Borttagning av minsta elementet i en heap tar O(1) i vérsta fall. (2p)
(b) Borttagning av minsta elementet i ett AVL-trad tar O(n) i vérsta fall. (2p)

(c¢) Splaytrid ar en mycket effektiv datastruktur for lagring av prioritetskoer.
(2p)

(d) Det &r alltid béttre att anvinda hashtabeller 4n balanserade soktrad (t ex
AVL-trad, rodsvarta trid, B-trdd) som lagringsmedium for avbildningar
(“maps”).  (4p)

2. Grannmatriser kan anvandas for att representera grafer. De kan implementeras
antingen med hjalp av vanliga fdlt som har en viss storlek eller med hjalp av
dynamiska falt som kan utvidgas vid behov.

(a) Nér dr det lampligt att anvénda den ena implementeringsmetoden och nér
ar det lampligt att anvinda den andra? (2p)

(b) Forklara varfor det &r intressant att diskutera den amorterade komplex-
iteten i det har sammanhanget! (3p)

3. Antag att du vill lagra epostmeddelanden i en hashtabell, sa att man snabbt
kan leta upp ett meddelande fran en viss avsindare en given dag. Konstruera
en bra hashfunktion for uppgiften! (5p)



4. Betrakta aritmetiska uttryck som bestar av positiva heltal, operationerna 4+ och

*

och parenteser. Mer precist siger vi att antingen &r ett aritmetiskt uttryck

ett positivt heltal n eller sa har det nagon av formerna (e + ¢’) eller (exe’), dar
e och ¢’ redan dr aritmetiska uttryck. (Notera att vi alltid sétter ut parenteser
kring en summa eller produkt.) Exempel pa aritmetiska uttryck ar 7,12, (3 +
4),(5%8),((2%9) + 11), osv.

(a)

(b)

Aritmetiska uttryck representeras lampligen i datorn som akta binéra trad
med operationerna + och * i de inre noderna och tal i 16ven. Rita det trad
som representerar uttrycket (4 + ((2 % 9) 4+ 11))! (2p)

Skriv en Javaklass som lagrar dkta bindra trdd som representerar arit-
metiska uttryck enligt ovan. (Det riacker med att ange tillstandsvariablerna
i de klasser du anvénder.) (4p)

Rita sedan hur uttrycket i (a) lagras i minnet som ett objekt som tillhor
din Javaklass i (b). Du ska rita ut alle minnesceller som anvénds och &ven
deras innehall. (2p)

Skriv en metod
public int valueOf ()

som returnerar vardet av tridet som ligger lagrat i din Javaklass! Om
valueOf () anropas fran det objekt som lagrar triadet (4+ ((2%9)+11)) ska
det alltsa returnera 33. (Avdrag kommer inte att ges for smérre syntaxfel
i Java. Om du skriver i Java-liknande pseudokod &r det dock viktigt att
den &r sa detaljerad och lik Java som mojligt.) (4p)

5. I kursen anvande vi skiplistor for att implementera avbildningar och lexika
(“maps” och “dictionaries”).

(a)

Man kan ocksa anvinda skiplistor for att sortera. Ge pseudokod for en
sorteringsalgoritm som anvénder sig av skiplistor! (Pseudokoden behover
inte vara detaljerad men de viktiga stegen i algoritmen maéste framga klart.)
Algoritmen ska ta ett falt med heltal som indata och returnera ett sorterat
falt som utdata.

Vilken O-komplexitet har din algoritm i vérsta fallet och medelfallet? (5p)

Ytterligare en tdnkbar anvindning av skiplistor ar for att implementera
méngder. Hur gér man om man vill implementera unionen av tva méangder
med skiplistor? Vilken komplexitet har din algoritm? Ar det en bra eller
dalig implementering i jamforelse med de alternativ som finns? (5p)



6. (a) Ispelprogram representeras ofta spel som triad eller grafer. Varje stillning
representeras som en nod, och varje drag representeras som en riktad bage
fran stéllningen innan draget till stéllningen efter draget. En del spel har
odndligt manga stéllningar och kommer pa sa sitt att representeras av
odndliga grafer. Ett exempel ar luffarschack som spelas pa ett obegransat
stort rutndt. (Spelarna turas om att markera rutor med ”o0” respektive
”x”. Den spelare vinner som forst far fem rutor i rad, vagrétt, lodratt,

eller diagonalt.)
Djupet-forst och bredden-forst ar tva populdra metoder for att soka i
grafer. Djupet-forst ar oftast den mer effektiva metoden av de tva. Den har
dock en viktig nackdel nar den anvands pa odndliga grafer vars noder har
andlig grad (dndligt manga grannar). I sa fall finns situationer da djupet-
forst sokning inte kommer att genomsoka alla de noder som bredden-forst
sokning gor. Ge ett exempel pa en sadan situation! (Om du vill kan du
anvinda den oéndliga grafen i deluppgift (b), men du far gdrna konstruera
ett eget exempel.) (3p)

(b) Iterativ fordjupning &r en intressant metod som forsoker kombinera fordelarna

hos djupet-forst och bredden-férst sokning. Iterativ fordjupning bestar i
att gora upprepade djupet-forst sokningar. Forsta gangen soker man till
djupet 1, andra gangen till djupet 2, osv. (Med djup menar vi hir avstand
fran startnoden.) Pa sa satt kommer metoden att finna samma noder som
bredden-forst sokning.
Betrakta den oandliga graf du far genom att ha en nod for varje positivt
heltal och bagar mellan talen n och 2n och mellan n och 2n + 1 for alla
n. Rékna upp de sju forsta noder som besoks for djupet-forst sékning,
bredden-forst sokning, och iterativ férdjupning om du borjar med noden
med talet 1! (Observera att iterativ fordjupning besoker samma nod flera
ganger och att du ska rékna upp den varje gang den bestks.) (3p)

(¢) Slutligen ska du analysera den asymptotiska komplexiteten hos iterativ
fordjupning i @ndliga grafer. Galler det alltid att iterativ férdjupning &r
O(m +n) i en graf med n noder och m bagar? Motivera! (2p)

7. Din uppgift &r att skriva effektiva algoritmer for att rdkna roster i ett val. Antag
att det finns n véljare och k kandidater. Vilken algoritm (och datastruktur) som
ar bast att anvdnda beror pa férhallandet mellan k& och n.

(a) I vanliga val dr k mycket mindre &n n. Vilken algoritm och datastruk-
tur dr da lamplig att anvdnda? Du behover inte ge pseudokod, men
maste forklara tydligt de olika stegen i algoritmen. Du ska &ven ange
O-komplexitet for din algoritm som funktion av n och k. (5p)

(b) Om k &ar mycket storre &n n ar det dock béttre att anvdnda en annan
metod &n i (a). Foresld dven hér en lamplig algoritm och datastruktur,
samt ange O-komplexitet {or din algoritm som funktion av n och k. (5p)

Poédngséttningen kommer att bero bade pa hur pass effektiv din algoritm &r och
hur bra din komplexitetsanalys ar.
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1. Vilka av féljande pastaenden &ar korrekta och vilka ar felaktiga? Diskutera! Det
kan vara viktigare att belysa fragan pa ett allsidigt sétt &n att ge ratt svar. Nar
O-komplexiteter for relevanta operationer ar betydelsefull for fragans svar ska
de anges.

(a)
(b)
(c)

Borttagning av minsta elementet i en heap tar O(1) i varsta fall. (2p)
Svar. Nej, det tar O(logn).

Borttagning av minsta elementet i ett AVL-trad tar O(n) i véirsta fall. (2p)
Svar. Nej, det tar O(logn) att soka upp det och ta bort det.

Splaytrad ar en mycket effektiv datastruktur for lagring av prioritetskoer.
(2p)

Svar. Nej, en mycket viktig prioritetskooperation ar att soka upp minsta
elementet och denna operation maste vara effektiv. For datastrukturer
som &r sérskilt lampade for prioritetskéer, som heapar, kan detta goras pa
tiden O(1). Att hitta minsta elementet i ett splaytrad kan inte goras pa
konstant tid.

Det &r alltid battre att anvénda hashtabeller 4n balanserade soktrad (t ex
AVL-trad, rodsvarta trad, B-trdd) som lagringsmedium for avbildningar
(“maps”). (4p)

Svar. Nej, inte i alltid, men i allmanhet. I hashtabeller tar sckning,
inséttning och borttagning i praktiken O(1) om man har en bra hashkod-
ning. I vissa situationer, t ex vid lagring av data pa externminne eller
om man dessutom ofta stker efter minsta elementet kan dock balanserade
sOktrad av olika slag vara att foredra.

2. Grannmatriser kan anvandas for att representera grafer. De kan implementeras
antingen med hjalp av wvanliga fdlt som har en viss storlek eller med hjalp av
dynamiska falt som kan utvidgas vid behov.

(a)

Nér ar det lampligt att anvinda den ena implementeringsmetoden och nér
ar det lampligt att anvinda den andra? (2p)

Svar. Man bor anvinda dynamiska falt om man inte pa forhand vet hur
stora grafer man behéver hantera. Annars kan man anvénda vanliga falt.
Om man anvénder dynamiska falt blir inséttning av ny nod O(n) i vérsta
fall medan for fixa falt blir den O(1). Notera dock att inséttning for fixa
falt kan resultera i ”overflow”.

Forklara varfor det dr intressant att diskutera den amorterade komplex-
iteten i det hér sammanhanget! (3p)

Svar. Av samma anledning som den amorterade komplexiteten &r intres-
sant for insattning i dynamiska falt, dvs att &ven om komplexiteten for en
inséttning ar O(n) i vérsta fallet, sa tar en foljd av n insdttningar O(1) i
medeltal dven i varsta fallet.

3. Antag att du vill lagra epostmeddelanden i en hashtabell, sa att man snabbt
kan leta upp ett meddelande fran en viss avsdndare en given dag. Konstruera
en bra hashfunktion fér uppgiften!



Svar. Anvénd polynomiell hashkodning av avsdndarens namn (en strang av
tecken). Detta ger ett heltal. Addera sedan datum betraktat som ett sexsiffrigt
heltal. (5p)

. Betrakta aritmetiska uttryck som bestar av positiva heltal, operationerna + och
* och parenteser. Mer precist siger vi att antingen ar ett aritmetiskt uttryck
ett positivt heltal n eller sa har det nagon av formerna (e +¢’) eller (exe’), dar
e och €’ redan ar aritmetiska uttryck. (Notera att vi alltid sétter ut parenteser
kring en summa eller produkt.) Exempel pa aritmetiska uttryck ar 7,12, (3 +
4),(5%8),((2%9) + 11), osv.

(a) Aritmetiska uttryck representeras lampligen i datorn som &kta binéra trad
med operationerna + och * i de inre noderna och tal i l16ven. Rita det trad
som representerar uttrycket (4 + ((2 % 9) 4+ 11))! (2p)

Svar.

+
/ \
4 +
/ \
* 11
/ \
2 9

(b) Skriv en Javaklass som lagrar &kta bindra trdd som representerar arit-
metiska uttryck enligt ovan. (Det ricker med att ange tillstandsvariablerna
i de klasser du anvénder.) (4p)

Svar. Lat -1 representera + och -2 representera *. Sedan kan du anvéanda
ett vanligt binart trad med heltal i noderna for att representera uttrycket.
T ex:

public class ExpNode {
int PLUS = -1;
int TIMES = -2;
ExpNode left;
int c;
ExpNode right;

3

public class ExpTree {
ExpNode root;
}



(c) Rita sedan hur uttrycket i (a) lagras i minnet som ett objekt som tillhor
din Javaklass i (b). Du ska rita ut alle minnesceller som anvénds och dven
deras innehall. (2p)

Svar. Vi ritar en pekarstruktur dér n star fér en nollpekare.

| | -1 | |
Sy — \-
/ \
Vv \
lnl|l 4] n | | | -1 1| |
_____________ Sy
/ \
\ Vv
| | -2 | | | n | 11 | n |
Sy — O
/ \
\ Vv
lnl| 2| nl ln | 91 nl

(d) Skriv en metod
public int valueOf ()

som returnerar vardet av tradet som ligger lagrat i din Javaklass! Om
valueOf () anropas fran det objekt som lagrar tradet (4+ ((2%9)+11)) ska
det alltsa returnera 33. (Avdrag kommer inte att ges for smérre syntaxfel
i Java. Om du skriver i Java-liknande pseudokod &r det dock viktigt att
den ar sa detaljerad och lik Java som mdjligt.) (4p)

Svar. Hair ar ett en enkel metod i klassen ExpNode som raknar ut vardet
av deltradet som har denna nod som rot.

int valueOf() {
if (¢ > 0) return c;
if (c == PLUS) return left.valueOf() + right.valueOf();
if (c == TIMES) return right.value0Of() * right.valueOf();
}

Ett riktigt program bor forstas gora felhantering ocksa, men vi kravde inte
detta uttryckligen i uppgiften. Man bor kontrollera att noder med + och
* verkligen har barn med véldefinierade virden.

5. I kursen anvande vi skiplistor for att implementera avbildningar och lexika
(“maps” och “dictionaries”).



(a)

Man kan ocksa anvénda skiplistor for att sortera. Ge pseudokod for en
sorteringsalgoritm som anvander sig av skiplistor! (Pseudokoden behéver
inte vara detaljerad men de viktiga stegen i algoritmen maéste framga klart.)
Algoritmen ska ta ett falt med heltal som indata och returnera ett sorterat
falt som utdata.

Vilken O-komplexitet har din algoritm i vérsta fallet och medelfallet? (5p)
Svar. Om antalet element i indatalistan lista &r n, sa gér man helt enkelt
forst n insdttningar av elementen i skiplistan. Eftersom skiplistans element
ar sorterade kan man avslutningsvis bara ldsa av elementen ett efter ett i
skiplistan.

Varje inséttning i skiplistan tar O(log n) och totalt tar alltsa alla ins6ttningarna

O(nlogn). Utplockningen av elementen tar O(n). Alltsa tar algoritmen
totalt O(nlogn) i medeltal. T vérsta fall tar en insdttning O(n) och alltsa
tar hela sorteringen O(n?) i virsta fall.

Ytterligare en tankbar anvindning av skiplistor ar for att implementera
méangder. Hur gér man om man vill implementera unionen av tva méangder
med skiplistor? Vilken komplexitet har din algoritm? Ar det en bra eller
dalig implementering i jamforelse med de alternativ som finns? (5p)
Svar. Man kan sammanflita skiplistorna med ”merge”-operationen pa i
princip samma satt som man gor nir man tar unionen av vanliga sorterade
listor genom att sammanflita dem. Mergeoperationen &r dock nagot mer
komplicerad for en skiplista eftersom vi maste halla reda pa flera kopior av
ett element. Om ett element finns i bada skiplistorna maste vi bestdmma
hur manga kopior av detta som ska finnas i unionskiplistan. Det enklaste
ar har att slumpméssigt vélja samma multiplicitet som det i den ena eller
den andra skiplistan som vi borjade med.

Om den ena skiplistan innehéller m element och den andra listan innehaller
n element sa dr komplexiteten fér mergeoperationen O(m + n) bade for
skiplistor och vanliga listor. Anledningen &r att i medeltal har ett element
i en skiplista en kopia och alltsa 6kar bara tidsatgangen med en konstant
faktor.

Det ar bra att anvinda skiplistor for att implementera mangder. De har
battre komplexitet &n vanliga sorterade listor for sokning, inséttning och
borttagning och samma O(m + n)-komplexitet {6r union, snitt mm.

I spelprogram representeras ofta spel som trad eller grafer. Varje stéllning
representeras som en nod, och varje drag representeras som en riktad bage
fran stdllningen innan draget till stidllningen efter draget. En del spel har
oandligt manga stillningar och kommer pa sa sitt att representeras av
odndliga grafer. Ett exempel &ar luffarschack som spelas pa ett obegransat
stort rutndt. (Spelarna turas om att markera rutor med ”0” respektive
”x”. Den spelare vinner som forst far fem rutor i rad, vagrétt, lodréatt,
eller diagonalt.)

Djupet-forst och bredden-férst &r tva populdra metoder for att soka i
grafer. Djupet-forst ar oftast den mer effektiva metoden av de tva. Den har



dock en viktig nackdel nar den anvands pa odndliga grafer vars noder har
andlig grad (dndligt manga grannar). I sa fall finns situationer da djupet-
forst sokning inte kommer att genomsoka alla de noder som bredden-forst
sokning gor. Ge ett exempel pa en sadan situation! (Om du vill kan du
anvinda den oéndliga grafen i deluppgift (b), men du far gdrna konstruera
ett eget exempel.) (3p)

Svar. Betrakta grafen i (b). Djupet-forst sokning kommer att bestka
noderna 1,2,4.8,... men inte nod 3, 5, 6, 7. Bredden-forst sokning kommer
att besoka alla noderna.

(b) Iterativ fordjupning &r en intressant metod som férsoker kombinera fordelarna
hos djupet-forst och bredden-forst sokning. Iterativ fordjupning bestar i
att gora upprepade djupet-forst sokningar. Forsta gangen stker man till
djupet 1, andra gangen till djupet 2, osv. (Med djup menar vi hir avstand
fran startnoden.) Pa sa sitt kommer metoden att finna samma noder som
bredden-forst sokning.

Betrakta den oédndliga graf du far genom att ha en nod for varje positivt
heltal och bagar mellan talen n och 2n och mellan n och 2n + 1 for alla
n. Rékna upp de sju forsta noder som besoks for djupet-forst sokning,
bredden-forst sokning, och iterativ férdjupning om du borjar med noden
med talet 1! (Observera att iterativ fordjupning besoker samma nod flera
ganger och att du ska rikna upp den varje gang den bescks.) (3p)

Svar. Djupet-forst: 1,2,4,8,16.32,64.

Bredden-forst: 1,2,3,4,5,6,7.

Tterativ fordjupning: 1,2,3,1,2.4,5.

(¢) Slutligen ska du analysera den asymptotiska komplexiteten hos iterativ
fordjupning i dndliga grafer. Géller det alltid att iterativ fordjupning ar
O(m +n) i en graf med n noder och m bagar? Motivera! (2p)

Svar. Nej, om man har en graf med noderna 0,1,2,...,n — 1 och bagar
mellan konsekutiva tal, sa kommer iterativ férdjupning att beséka 2 + 3 +
-+++4 (n — 1) noder. Alltsa dr komplexiteten O(n?).

7. Din uppgift ar att skriva effektiva algoritmer for att rdkna roster i ett val.
Antag att det finns n véljare och k kandidater. Din uppgift ar att skriva en
algoritm som returnerar den kandidat som fat flest réster. Vilken algoritm (och
datastruktur) som dr bést att anvdnda beror pa forhallandet mellan k och n.

(a) T vanliga val &r k mycket mindre &n n. Vilken algoritm och datastruk-

tur dr da lamplig att anvidnda? Du behover inte ge pseudokod, men
maste forklara tydligt de olika stegen i algoritmen. Du ska &ven ange
O-komplexitet for din algoritm som funktion av n och k. (5p)
Svar. Man tilldelar varje kandidat ett nummer 0, ..., k—1. Sedan anvander
man helt enkelt ett heltalsfalt med k celler for att rakna rosterna: nir man
raknar en rost pa kandidat 7 6kar man cellen med index 7. Né&r rosterna ar
fardigréknade 16per man genom féltet pa jakt efter den kandidat som fatt
flest roster.



Rostrakningen tar O(n) och att finna storsta elementet i faltet tar O(k) sa
algoritmen har komplexiteten O(k + n).

(b) Om k &r mycket storre &n n dr det dock béttre att anvdinda en annan
metod &n i (a). Foresld dven hir en lamplig algoritm och datastruktur,
samt ange O-komplexitet for din algoritm som funktion av n och k. (5p)
Svar. Vi antar att rosterna ligger lagrade i ett indatafélt.

Om k &ar mycket storre &n n kommer inte alla kandidaterna att fa roster
och det ar onodigt att anvinda ett falt med storlek k. I stéllet kan man
l6pa genom indatafaltet med roster och tilldela ett nummer bara till de kg
kandidater som fatt nagon rést. Detta tar O(n). Sedan gér man som i (a).
Man l6per genom indatafdltet en andra gang och rdknar rosterna. Detta
tar O(n). Slutligen 16per man genom rostrakningsfiltet pa jakt efter den
kandidat som fatt flest roster. Detta tar O(ko) vilket ocksa ar O(n). Alltsa
ar den totala komplexiten for algoritmen O(n), dvs den &r oberoende av k.

Poéngséttningen kommer att bero bade pa hur pass effektiv din algoritm &r och
hur bra din komplexitetsanalys ar.



