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Inledning

Detta losningsforslag syftar att hjilpa framtidens studenter att fa en béttre forstaelse for komplex
analys. Losningsforslagen dr pa inget sétt definitiva svar pa hur man bor 16sa uppgifter och om
du tycker att nagot kidnns konstigt var inte ridd att fraga examinator. Vem som helst far lov att
redigera, komplettera och korrigera materialet som finns i detta dokument. Det far gidrna existera
flera 16sningsforslag till samma uppgift om flera olika l6sningsstrategier existerar. Om en student
har lamnat in ett eller flera nya losningsforslag till en uppgift eller gjort andra stora férbéttringar av
dokumentet far denne skriva upp sig som forfattare av dokumentet. Skaparna av detta 16sningsfor-
slagskompendium &r Edvin Martinsson (Kf) och Erik Sahlin (Kf) i samarbete med studienimnden
KfKb. Fran SnKfKb:s hall hoppas vi att detta uppmuntrar andra studenter att skapa fler 16snings-
forslag, sammanfattningar, mm, fér andra kurser. Speciellt viktigt for denna fil &r att man INTE
far lagga upp:

1. plagiat och/eller upphovsrittsskyddat material
2. svar pa inlimningsuppgifter

Se mer om detta pa SnKfKb:s google drive: OBS! VIKTIGT! LAS INNAN DU LAGGER UPP
MATERIAL. Material som strider mot detta kommer att tas bort av SnKfKb. Aven studenter fran
F och Tm far anvénda och forbéttra dokumentet pa samma villkor som studenter fran KfKb sa att
vi tillsammans kan skapa en béttre inldrning. Om det uppstar stérre problem med 16sningsforslaget
(t.ex. att delning inte fungerar som det ska eller att stora delar av dokumentet har forstorts) da
kan du komma i kontakt med oss genom att maila erik.ola.bjorn.sahlin@gmail.com.

Studiendmnden KfKb
Sit Vis Vobiscum


https://docs.google.com/document/d/1jgHP-ynSNvyhUwxjysLi70oa6HMuhLeLAl4LNavS6wo/edit
https://docs.google.com/document/d/1jgHP-ynSNvyhUwxjysLi70oa6HMuhLeLAl4LNavS6wo/edit
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Kapitel 1.

1.2
b)
I den hir typen av uppgift kan man forlinga med det komplexa konjugatet, for att fa bort de
komplexa delarna ur ndmnaren. Det &r en vildigt anvdndbar metod, som ni kommer anvinda
mycket framover, sa lagg den pa minnet!
3451  (3+5i)(1—-7i) 3+35+44(5—-21) 38—il6 19 8

1+7  (1+7i)(1—7i) 1+ 49 50 25 25

1.3
d)

Nar det dr exponenter med dr det néstan alltid ldttast att byta till poldr form och sen byta tillbaka
till kvadratisk form om det behovs.

Let z = (1 +1), |2 = V2, argz:%

= 2 =2¢'1

i 3T
:}w:z6:8el2

Eftersom argumentet fi%” gar genom tre kvadranter i negativ riktning slutar den i +i.

1.11
a)

Den hér kan vara lite klurig, ganska snabbt kan man komma fram till att 1 och -1 &r l6sningar, men
for att hitta alla l6sningar far man ténka till lite...

=1

2[6ebare(x) — 1 — |z| = 1,
6arg(z) =2nm = arg(z) =5, n€Z

> 7 = ez%
I sjalva verket far vi alltsa oéndligt antal 16sningar, eftersom det komplexa argumentet inte Ar
vildefinerat utan cykliskt/periodiskt.



1.22

Alla dessa &r egentligen bara att skriva ut som z = x + iy och brute forcea, ex

h)
Visa Im(z) = (2 — 2) ,

2= 2) = gela by — (o~ i) = :(2i) =y =Tm(z) O

P.S. Om ni inte redan kénner igen detta kommer ni snart att gora det, for fran detta tsm med
Eulers formel far man att sin(6) = (e’ — e=*%) och cos(6) = (e’ + e~*), vilket kan vara bra att
ligga pa minnet!

1.24
a)

Definera p(2) = ap2" + ap_12" "1+ ... + ag , 14t z = re"

, 2 =re 0T,

p(z) = €™ 4+ .+ ag

p(2) = aprne” ™" + .+ ag

p(z) = aprpe®™ + ... + ag
Anviand att konjugatet av en summa dr summan av konjugaten

p(2) = aprne” ™" 4 4 ag=p(z) O

b)

b)-uppgiften gar nog att géra pa manga sitt men ett ganska smidigt och snyggt sitt foljer i princip
direkt fran foregaende uppgift, se om du kan ténka ut den sjilv.

Ledtrad: Om w = 0 vad maste da gélla for o ? (w € C )

1.29
Vihar méngden, G={z€R: 2<z<-1,z=1,2=2||2€C: |z| < 1}

a)

Omréadet blir alltsa, pa realaxeln, intervallet mellan -2 och -1 (men inte inklusive dessa punkter)
samt punkten 1 och punkten 2. Utover det enhetscirkelskivan utan randpunkter.



b)

Inre punkter blir alltsa, {z : |z| < 1}, ty punkterna pa realaxeln &r inte inre punkter da en cirkelskiva
som omsluter en sadan punkt inte enbart skulle kunna tillhéra G.

c)
Inte heller skulle ovan nimnda punkter kunna omslutas av en cirkelskiva som enbart tillhér G€,
de &r alltsa randpunkter liksom enhetscirkeln som omsluter enhetscirkelskivan. Totalt har vi alltsa,
{z:]z]| =1, 2<2z< -1, 2=2}

d)

Endast {z : 2 = 2} &r en isolerad punkt.

1.33

Ett allmént tips till dessa uppgifter dr att anvinda Desmos for att visualisera parametriseringarna
om man har svart for det. Tyvérr har iaf jag inte hittat ett komplext talplan dir, men om man
delar upp sin parametrisering i real och imagindrdel gar det ju att parametrisera som vanligt. Se
bild langre ner.

a)

For att parametrisera cirkeln, C[1 4 4, 1] , kan vi bara téinka oss att vi vill forskjuta enhetscirkeln.
En forskjutning &r bara som en konstant addition, ddrav ges parametriseringen av:

v(0) = € + (141) = cos(h) + 1+ i(sin(h) + 1) ,0 € [0, 2x]

Obs: Notera att den naturliga orienteringen dédrav blir moturs.


https://www.desmos.com/calculator/ksjcpazwa9?lang=sv-SE

b)

For att parametrisera linjesegmentet [—1 — ¢, 2] ténker vi forst var vill vi borja? Joi (=1 —1) , och
var vill vi sluta? Jo i 2i. Vi behover alltsa lagga till nagot som beror av parametriseringsvariabeln
som tar —1 till 0 och —i till 3i. Parametriseringen ges dérfor forslagsvis av,

yt)=(-1—-0)+t(1+3)=(t—-1)+i@Bt—1), t €[0,1]

Som far riktningen fran (—1 — ¢) till 24, vilket vi soker .

D)

x&terigen en cirkel, som &r litta att manipulera och parametrisera i det komplexa talplanet. C[0,34]
ges enkelt av y(6) = 34¢%, 0 € [0,27]. Men for att fa vre halvcirkeln med medurs riktning far man
tdnka till lite. Ett enkelt trick med parametriseringar #r att behalla ett enkelt intervall men &ndra
i uttrycket, sahéir. Lat 6 € [0, 7] sa far vi 6vre halvan med moturs riktning. Men ldgger om vi i
uttrycket istéllet skriver argumentet till 7 — 6 borjar vi istéllet i —1 och ror oss medurs i takt med
att 6 okar. Alltsa parametriseringen ges av,

v(0) = 34e'("=9 = 347 9 € [0, 7]

d)

Nu blir det lite lurigare, for att det vi soker #r en parametrisering (trots att man i vanliga fall nog
hade valt att se detta som konkatinationen av 4 skilda). Hursomhelst behéver vi dela in det i fyra
fall och fyra skilda intervall. Jag viiljer fér enkelhetens skull ¢ € [0,1],[1,2], [2,3], [3,4] och bérjar med
linjesegmentet [1 4 2¢, — 1 4 24| . Notera att imaginirdelen &r konstant och allsa ges av att bara
addera 2i, medan realdelen ges av (1 — 2t), ¢ € [0,1]. Easy peasy, nu till de lite klurigare bitarna.

Sahéar téanker jag infor de kommande linjesegmenten.
1. Addera éndringen (t #indras alltid med +1)
2. Forskjut linjen sa den borjar i ritt punkt.
Alltsa, for [-1+ 2¢, — 1 — 2i] och t € [1,2]
1. Vi vill ha —44 i dndring alltsa dndringen ges av —4ti

2. Vi ska borja i —1 + 2i alltsd addera konstanta termen —1 4+ 6i, (ty ¢ = 1 i startpunkten
6—4=2)

Alltsa ges parametriseringen av

1 — 2t + 21, t €[0,1]
—1+41i(6—4t), te[l1,2]
-5+ 2t — 2i, t €[2,3]
1+i4i(—14 +4t), te€[3,4]

v(t) =



e)

Denna loses littast geometriskt (Foér en algebraisk 16sning kan man titta héir, https://math.
stackexchange.com/questions/626554/find-all-z-in-bbb-c-such-that-z1-z-1-4). Geomet-
riskt kan man ténka att summan mellan avstanden mellan z och +1 alltid maste vara konstant.
Eftersom vi vet att det &r en ellips riacker det att vi hittar skdrningspunkterna med axlarna sa kan
vi parametrisera. z = x + iy

Alltsa, sitt y = 0 sa har vi |z — 1| + |z + 1| = 4 , varifran vi enkelt far © = +2, ellipsen skiir alltsa
realaxeln i £2.

Sétt @ =0, sa har vi |iy — 1|+ iy +1| =4 , men |iy — 1| = |iy + 1] eftersom vi nu bara kan réra oss
lings med imagindraxeln. Alltsa far vi |iy + 1| =2 = y = £v/3 , dvs ellipsen skir imaginiraxeln
IESVETH

Nu kan vi parametrisera ellipsen som

Y(t) = 2cos(t) +iV3sin(t), t € [0,27]

= parametric graphing desmOS
‘s  «

-

)

@ (cos(#)+1, sin(r)+1)

0 <t< 2n

2@ (1-1,3t—1) |
0 <t< | /4'\
W 4(—cos(~1),~sin(~1))
0 <t< = ;
4 vy
@ (2cos(¢),v/3 sin(r)) \
0 <t< 2n
5 - - . L
N (1-22) .
0 <t<1
7 N~ — |
N (-1,-4+6) -
1 <t< 2

Figur 1: Kurvor for alla deluppgifter plottade i Desmos. Obs: att radien ska vara 34 pa b) och inte
4, men for att fa med alla i samma bild sa gjorde jag sadér
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https://math.stackexchange.com/questions/626554/find-all-z-in-bbb-c-such-that-z1-z-1-4
https://math.stackexchange.com/questions/626554/find-all-z-in-bbb-c-such-that-z1-z-1-4

2.18

I dessa uppgifter vill vi kolla om funktionerna uppfyller Cauchy-Riemanns ekvationer (CR). Om
CR:s ekvationer dr uppfyllda vet vi att funktionen &r holo pa hela C. Om funktionen inte uppfyller
CR rakt av kan den fortfarande vara holo pa en mindre méngd. Om den &r holo pa en mindre méngd
maste den dock vara deriverbar i en hel 6ppen méngd. Exempelvis om funktionen &r komplext
deriverbar pa en linje eller i en punkt sa dr det inte en 6ppen méngd. Daremot &r funktionen isf
komplext deriverbar pa den linjen eller punkten. Se 2.18 (¢) for ett sadant fall.

(a)
Vi har funktionen:
f(z) =e "W = e "(cos(—y) +isin(—y)), zyeR

En komplexvird funktion delas ofta in i realdel och imaginérdel: f(z) = u(x,y) +iv(z,y). Mha detta
kan vi identifiera u(x,y) och v(z,y). Notera att dessa funktioner &r reellviirda:

=>u(z,y) = e * cos(—y) v(z,y) = e T sin(—y)
ou r ov
;= ¢ cos(—y) oy e~ cos(—y)
g—z = e sin(—y) % = —e “sin(—y)

Ou _ dv
_ ov — Oy
=> ou ov

oy

CR:s ekvationer dr dirfor uppfyllda och dérfor dr e e~ % holo pa hela C. Dess komplexa derivata
ar:

= —e "cos(—y) —ie Tsin(—y) =
= —e “(cos(—y) +isin(—y)) =

= —e e W

(c)

Vi har funktionen f(z) = 22 +iy?, =,y € R. Faktoridentifiering ger:

11



=>u(z,y) = v(z,y) = y?

ou ov
oy 0 o 0
ou ov ou
Uy PV — 9y 22— ¢j holo pé hel
e x 3y y;éax > ej holo pa hela C

CR:s ekvationer uppfylls dock pa linjen {z + iy € C: x = y}. Detta ér dock inte en 6ppen mingd,
vilket &r ett krav for att en funktion ska vara holo (se mer info i bérjan av 2.18 i detta dokument).
Alltsa #r f(z) ej holo nagonstans men dédremot komplext deriverbar pa linjen {x + iy € C: 2 = y}
med den komplexa derivatan:

ou ov
/
f'(z) = —x+ ——237—1—0—233

2.21

Visa att om f(z) och f(z) dr holo i G C C sa ér f(z) konstant. Forst noterar vi att

T hole 9(z) = f(2) + f(2) = 2Re(f(2)) é&r holo
f(2), f(2) holo = {h(z)f(z)f(z) 2Im(f(z)) #r holo

Notera nu att bade g(z) och h(z) #r reellviirda holomorfa funktioner. (Aven 1mag1nardelen Im(z) dr
reellvird!) Dvs, v(z,y) = Im(g(z)) = 0 och alltsa enligt CauchyRiemann (med u(z,y) = Re(g(z)) =
0) sa &r

ou v

dx — dy

ou  Ov

dy  Ox

Och alltsa ¢'(z) = 0, pa samma sétt far vi att h'(z) = 0. (Uppgift 2.20) .

Men eftersom ¢(z) och h(z) inte beror av nadgot annat &n real- respektive imaginérdel av f(z) maste
alltsa dven f'(z) = 0 vilket, da f &r holomorf, enligt sats medfér att { dr konstant. OJ

2.22
Visa att f(z) = u(z) +iv(y) = f(2) =az+bda féarhelochaecR,beC.
Eftersom f &r hel maste CauchyRiemann vara uppfyllda pa hela C

ou  Ov
—=—=C€eR
dr Oy <
9u _ _ov_,
y ox

12



Déar C ar en godtycklig konstant, vilket maste uppfyllas eftersom om y &#ndras sa kan inte v dndras,
ty den beror endast av z och eftersom likheten maste gélla kan dérfor inte heller v &ndras nér y
dndras.

Dérav far vi att bade u och v har konstanta derivator och alltsa kan beskrivas av en linjes ekvation.

{u(x) =Cz+ D,

=C(z+iy)+ D1 +iDy=az+b O

2.23
f(zy) = u(x,y) + iv(x,y) dr hel och u-v = 3, visa att f dr konstant.
Om f #r holo s &r #ven f2 holo,
Fay) = u®(2y) — 02 (2,y) + 2iu(z,y)o(z,y)
—ii(z,y) =i (w,y)=6i
FPay) = alay) +iv(z.y)

Eftersom o(z,y) dr konstant ger CauchyRiemann att dven 4(x,y) maste vara konstant (ty partiella
derivatorna maste vara =0).

Dirav ges att f2 #r konstant == f ir konstant, da f &r holo (specifikt kontinuerlig). (]

2.25

Vi vill att funktionen f = u+iv ska vara holo i ett s& stort omrade som méjligt (dvs uppfylla Cauchy
Riemann). Alla deluppgifter foljer samma princip, se forst till att hitta en sa allmén funktion som
mojligt som uppfyller den ena CR-ekvationen, for att sen se till att den andra ekvationen ocksa
uppfylls. Se 16sning fér b-uppgiften.

b)

En bra grej att ligga pa minnet dr att %(sinh(aj)) = cosh(x) och %(cosh(x)) = sinh(z) , men
man kan ocksa anvinda forhallanden mellan sinh och sin respektive cosh och cos for att 16sa denna
uppgift.

u = cosh(y) sin(x)

Ou
e cosh(y) cos(x)
Z—Z = sinh(y) sin(z)

For att uppfylla Cauchy Riemann har vi da alltsa att v maste uppfylla,

%Z = g—g = cosh(y) cos(x)
% = —% = —sinh(y) sin(z)

13



Om vi tar motsvarande primitiva funktion fér den 6vre ekvationen far vi alltsa att
v = sinh(y) cos(z) + g(x)
, dér g(x) #r en godtycklig funktion som beror av x. Deriverar vi vart v map z far vi

% = —sinh(y) sin(z) + ¢' ()

= ¢'(x) =0 (fran ovanstaende ekvationssystem)
= g(x)=C €C
Eftersom vi i uppgiften soker en funktion v som gor f holomorf véljer vi C' = 0 och alltsa

v = sinh(y) cos(x)

2.26

Forst och framst, en harmonisk funktion, u(z,y) uppfyller att Laplacianen=0,
2 2
(Au = V3u = % + g,—y‘; =0 ). Sa den hiir uppgiften ér egentligen bara att derivera pa...

R
u(z,y) = m

ou —2zy ou y? — a2
oy~ @y 9z = Ay
*u  —2x(x® +y?)? 4 8y (2?4 y?) Pu  —2x(x? +1y?)? — (y? — 2?)da(a? 4 y?)
o EERRL 57 = EERL
_ —223 + 6zy? _ 223 — 6xy?
- (12 T y2)3 - (12 T y2)3

Pu  O%u

oy ox?

Och forsta funktionen &r alltsa harmonisk i C \ {0}. Eftersom den inte &#r definerad i 0.

2

oz
u(z,y) = W

ou —222%y ou 2ay?
By~ @ P 5 = @2+ PP
Pu  —22%(x? + y?)? + 8a?y(2? + ¢?) *u 2y%(a? + y?)? — 8a?y?(2? + y?)
o (o2 + y2)" 9a7 (o2 + 42!
_ —2x* — 22%y? 4 8223 _ 294 4 22292 — 8x2y?
- (x2 +y2)3 - (x2 +y2)3

0%u 0%u

a7 o

Dérav ar funktionen aldrig harmonisk.

14



Kapitel 3.

3.5

Bara att utga fran definitionen av Mobiustransformer sa &r man hemmal

az+b

= =z
cz+d
az+b=cz®+dz

2+ (d—a)z+b=0

f(2)

Vi far alltsa en andregradare med konstanta koefficienter vilken vi vet har som mest tva losningar!
O

Teaser: Det sista pastaendet kommer fran algebrans fundamentalsats som ni strax kommer stéta pa
i kursen. Det var satsen som Gauss forst misslyckades med att rigordst bevisa sa att han 17ar senare
(nér en annan snubbe redan publicerat det forsta rigordsa beviset) kom tillbaka och publicerade
tva nya rigortsa bevis av satsen och sen en rittelse till sitt forsta bevis.

3.9
(a)

Generellt giller det att M(z) = ac/;ibb ar en mavb om a’d — be # 0. Observera att i denna generella

formel anviinds notationen a’ istéllet for a eftersom a anvinds i uppgiftsbeskrivningen.

Vi vet fortsatt fran uppgiftsbeskrivnignen att:

z—a _ z+(—a)

fa(z) =

" l-az —az+1
Faktoridentifiering ger dérfér att @’ =1, b= —a, c = —a och d = 1 och:
1-1—(—a)(—a)=1—aa =

=1—la*>0

eftersom |a| < 1 enligt uppgiftsbeskrivningen.

VSV

15



(b)
Pastaende: f,1(2) = f_a(2)

Fran uppgiftsbeskrivningen far vi att:

z—a
fal2) = 1—-az
Vi vet att
a=x+1y => —a=—-r—1y
a=x—1y => (—a) =—x+1iy
Alltsa &r ocksa:
foalz) = 1Z—i_—|—daz

For att f_, ska vara inversfunktionen till f, maste dirfor f,(f_,(z)) = z enligt definitionen for en
inversfunktion. Om detta stimmer bevisar det pastaendet. Lat oss visa detta:

fa(f-a(2))

Alltsa stdmmer pastaendet

VSV

(c)

Lat z € C[0,1] => |z| =1 => Zz = 1 eftersom |z| = Zz

16



zZ—a

fala) = |2 | = ez = 1)
|21 = az)
| l-az |
|2l[1 — az|
B | e -1
e = (e =)
1 —az|
1 —az|
11— az| ) . -
= o = {For ett tal w € C géller det att |w| = |@|}
—az
=1

Alltsa géller det att C[0,1] — C[0,1].

Vi behover nu studera vad som hinder med sjilva disken innanfér enhetscirkeln D(0,1). Denna
méingd kan antingen avbildas utanfoér enhetscirkeln eller innanfoér enhetscirkeln. Det récker saledes
att studera ett tal som tillhér D[0,1] for att avgora hur avbildningen sker. Enligt uppgiftsbeskriv-
ningen &r |a| < 1 =>a € D(0,1).

fa(a) =0 € DJ[0,1]

Alltsa avbildas inandémet hos enhetsdisken innanfér enhetscirkeln och D[0,1] — D]0,1].
VSB

3.13

I den hir uppgiften dr det viktigaste att komma ihag mantrat ” Mobiustransform avbildar cirklar
och linjer pa cirklar och linjer” .

For alla uppgifer giller att vi endast ska anvéinda punkterna 0, 0o, 42, £(1 + )

2z
fe) = 2
f(0)=0
f(oo) =
f2) =
f( 2) N OO2 2i 6+2+i(—24-6) 442
1+ = i = o0 _ s
f( 1— ) 2+27, — 72*2+;(2+2) - _9

17



Vi kan dérfor direkt rita ut alla dessa punkter i bade z-planet och w-planet, se figur.

Alla uppgifter gors sedan pa samma sétt men hir viljs b).

b)

Vi vill avbilda y-axeln (som &r en linje) pa antingen en cirkel eller en linje. Vi vet att Oan och oo
ar tva punkter pa y-axeln, sa vi vet att bilden av y-axeln méaste ga genom f(0) = 0 och f(o0) = 2,

men gor den det som en linje eller som en cirkel?

I vanliga fall hade man hér bara kunnat kolla pa en godtycklig punkt pa y-axeln mellan 0 och oo
exempelvis i och sett att f(i) = 2(1 + 2i) och dérav dragit slutsatsen att det méste vara en cirkel
(se f(i) i figuren). Men i uppgiften ska vi endast anvénda de givna punkterna, sa till var hjilp har
vi istéllet Mobiustransformens konformitet, dvs att Mobiustransformen bevarar vinklar. Vinkeln
mellan y- och x-axeln dr i z-planet 90°och alltsa maste vinkeln mellan f(x-axeln) och f(y-axeln)
vara 90° i w-planet. Fran a) har vi att f(x-axeln) = x-axeln. Dérav foljer att avbildningen maste
vara en cirkel som skér x-axeln i origo och (2,0), dvs C(1,1) (enhetscirkeln med centrum i 1),

eftersom den skir x-axeln med vinkeln 90°. Se figur

f(-2)==

(1+i)

3.14
b)

4

(a) z-planet

4

(b) w-planet ( OBS: f(i) inte en av de avsedda
punkterna, bara med for att demonstrera)




Alltsa, bara att sétta igang och stilla upp samband.

M(1)=0 = a+b=0 = b=—a
M(1+i)=1 = 4 =1
M@2)=00 = 2c+d=0 = d=-2¢

Okej, nu har vi en hel del samband, men vi har 4 okiinda men bara 3 ekvationer. Men i uppgif-
ten behdver vi bara hitta en Mobiustransform som uppfyller villkoren och fran férsta och andra
ekvationen har vi fatt tva direkta samband. Vi kan déarfor vilja en variabel fritt, sitt alltsa a = 1.

Mittenekvationen blir da

=1
e(—1+1)
o ) _1—2
(=144 2
Vi far alltsa
z—1 1+4)z— (1471
YR B CE2) S (L)

(Sista steget forldnger vi bara med komplexa konjugatet f6r att fa det pa samma form som i facit,
inte nédviandigt)

3.17
(a)

Vi har transformationen:

12— 1
z+1

Lat v vara kurvan som beskrivs av |z| = 1 i positiv riktning. Fran uppgiftsbeskrivningen far vi att
vi vill studera avbildningen av:
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Vikan se att var transformation dr skriven pa formen f6r en mavb (mébiusavbildning/mobiustransformation),

dvs M(z) = ‘C‘ﬁ'—g, a=1,b=—i,c=1och d=1. Saledes ar detta ocksa en mavb om ad — bc # 0:

ad—be=7i-1—(—i)-1=2i #0

Alltsa har vi att gora med en mavb. Kom ihag att mébiustransformer avbildar cirklar och linjer pa
cirklar och linjer. Och vi har ju att gora med en cirkel. For att veta om var avbildning &r en cirkel
eller linje (mer spcifikt vilken cirkel eller linje som vi far av transformationen) behdver vi bara vilja
tre punkter som ligger pa var cirkel och stoppa in dem i var mavb. Nér vi har transformerat dessa
punkterna kommer vi ha tre punkter pa var avbildning. Med dessa tre punkter kan man alltid ta
fram en unik cirkel eller linje. Lat oss vélja punkterna 1, — 1 och i som ligger pa v (notera att =y
noteras lite annorlunda i bilden).

il AN S
w(l) = =0 W)= Sy =

2—i —1—i —(4T

wi) =537 = a1 17

=> ~ (dvs kurvan |z| = 1) avbildas pa realaxeln och detta #r en linje. Fortsatt har |z| < 1
innandémet orienterat tv om kurvans riktning.! Innandémet hos avbildningen kommer dérfor ocksa
vara tv om kurvans riktning. Alltsa avbildas |z| < 1 pa y < 0, dvs pa det nedre halvplanet:

1Det finns tva sitt att veta vart vart innandéme kommer att avbildas. Antingen gér man som i denna uppgift
och kollar pa ytterkantens orientering. Innandémet kommer alltid vara pa samma sida om kurvans riktning. Eller sa
tar man bara en punkt som tilhér innandémet och ser var den avbildas.
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3.21
()

Fran uppgiftbeskrivningen far vi att vi sdker en mavb/transforamtion som roterar talplanet likt
nedan:

Mer konkret ska alltsa mbbiusavbildningen rotera det komplexa talplanet 7 rad. En bra sak att
veta dr att transformationen e'? &r en transformation som roterar talplanet med ¢ rad.

(1+4)z+0
0-z++2

Den generella formeln foér en mavb dr M(z) = ij:s Faktoridentifiering ger dérfor att a = 1 + 4,

b=0, c=0och d=+/2. Enligt definitionen for en mavb maste dock ocksa ad — bc # 0.2 Lat oss
kontrollera detta:

2 Anledningen till att detta &r en del av defintionen #r for att om = 0 &r den rationella funktionen M (z) konstant
och d& &r inte M (z) sérskilt intressant. Fortsatt &r isf M(z) inte holo eftersom konstanta funktioner inte &r holo.
Mavbs é&r alltid holo.
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ad—be=(14+i)V2-0-0=(1+i)V2#0

_ (1+2)z )

Alltsa dr detta en mavb och vi har funnit vart M (z) 7

3.31
a)

Metod 1: (Trigonometriska samband)

sin(z) = sin(z + iy) = sin(x) cos(iy) + cos(z) sin(iy)
= sin(z) cos(iy) + i cos(z)(—i sin(iy)

)
= sin(z) cosh(y) + i cos(z) sinh(y) O

Metod 2: (Exponentialdefinitioner)

sin(z) cosh(y) + i cos(z) sinh(y) =

(e tet) | (@ e ) (e =)

eia:+y + ezfiy _ e*i:ery _ e*izfy ejla:+y _ eizfy + efiery _ e*ixfy
B 4i B 4i
2eiT—Y _ Qp—izty ei(z+iy) _ e*i(eriy)
B 4i B 2i
iz —iz
S sin(z) O
21

3.39

Vi vill ta reda pa hur omradet M = {z € C: =7 < Re(z) < §} avbildas under funktionen
f(z) = sin(z). Lat dérfor v1(t) = — 5 +it och y2(t) = § +it, t € (—00,00). Dessa parametrsierade
funktioner foljer utkanten av vart omrade M. I bilden nedan ses M, 7, och vs:
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f(y) =sin (—% + z't) = {Resultatet fran uppgift 3.31 (a) ger}

—g) cosh(t) + i cos (—g) sinh(t) =

=—1 =0

f(y2) = sin (g + it) = {Resultatet fran uppgift 3.31 (a) ger}
(T ‘ ™ .
= sin <§> cosh(t) + i cos <§> sinh(¢) =
————

= =0
= cosh(t)

Alltsa avbildas utkanterna av omradet M pé den reella linjen som #r samma som =+ virdemingden®
av funktionen cosh(t), t € (—oo0,00). Om man inte redan kénner till virdeméngden hos cosh(t)
(och nagon av de 6vriga hyperbolicusfunktionerna sinh(¢) och tanh(¢)) kan det vara bra att kéinna
till. Virdeméngden for cosh(t) &r emellertid [1,00) (se Figur 2) och virdeméngden f6r — cosh(¢) blir
dérfor (—oo,—1]. Saledes avbildas utkanterna av M (dvs 7 och 2) pa linjerna [1,00) och (—o0,—1].

3virdemingd=vilka y-virden en funktion antar
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ar L £ «

f(#) = cosh(z)

2

EHEE
A HEHEEE

\ | /
\1/

- ‘

Figur 2: Detta dr den reella plotten cosh(t) for de som inte &r familjir med den. Hér ser vi bl.a. att
cosh(t) inte antar virden mindre &n 1. Vért att notera ér att cosh(¢) inte #r ett andragradspolynom
dven fast formen pa grafen kan likna formen hos ett andragradspolynom.

Nu behdover vi veta var innandémet av M avbildas. Lat oss dérfor ta en punkt, t.ex. punkten z = 0,
och se vart den avbildas i forhallande till f(1) och f(72):

sin(0) = sin(0) cosh(0) + 4 cos(0) sinh(0) =
—0-14i-1-0=
=0

Detta ger oss att omradet M avbildas pa C\{(—oo, — 1],[1,00). Detta syns i bilden nedan dér de
rodstreckade linjerna inte tillhor respektive méngd:
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3.41
(¢)

©

~
S
Il
D~
[SERE
~ [SIE]
N
~—
S
Il

|
[ME)

jus jus
2 2

Kom ihag att e~ 2 &r ett reellt tal alltsa har vi det nu pa formen x + iy ddr z = e~ 2 och y = 0.

(d)

L . 1 2 _—i?) 1
S0 — {Utnyttja att sin(p) = (e'? — e_“P)—,} = e(e ‘ )"’11' =
i

= e(®' =3 — (Forling med i i braket}
—leTi=eN gy

S(el—e—1 v —e ¥
EERES {Utnyttja att sinh(p) = %}
— tsinh(1) _ {Utnyttja att: e’¥ = cos(y) + isin(y)}

cos(sinh(1)) + i sin(sinh(1))
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Detta &r pa formen z + iy eftersom sinh(1) a2 1.175 &r ett reellt tal och nér vi stoppar in ett rellt
tal i cos och sin far vi ut reella virden. Dvs cos(sinh(1)) ~ 0.385 € R och sin(sinh(1)) ~ 0.923 € R.
Kort och gott kan man alltsa approximera es™(*) ~ 0.385 +1-0.923. Alltsa #r ett tips att det ibland
ar ldttare att se vissa saker om man slar det pa en minirdkanre.*

(e)
eloe3H4) — fare (3 4+ 4i) € (—m,m]} = 3+ 4i

Detta ér den principala logaritmen och eftersom arg (3 4+ 4i) € (—m,n] (den principala logaritmen
existerar bara pa detta intervall) sa existerar ett viirde for logaritmen.

lj,,

3.45

I dessa uppgifterna har vi att géra med den principala grenen av de komplexa logaritmerna.® For
att man ska existera en 16sning maste vi alltsa kontrollera om arg(z) € (—m,7]. Detta for eftersom
den principala grenen endast dr definierat inom det spannet.

4Precis som med de trigonometriska funktionerna (sin(z),cos(z), tan(z)) far man ut ett reellt viirde ur en hyper-
bolicusfunktion (sinh(z),cosh(z), tanh(z)) om man stoppar in ett reellt viirde i den. Det kan vara bra att bekanta
sig med hyperbolicusfunktionerna om man inte kinner till dem tillrickligt sedan innan.

5Kom ihag att det finns odndligt manga grenar hos de komplexa logaritmerna. En logaritm ska fungera som
inversfunktioner till exp(z). Dock géller det att en funktion omm har en invers om de ér injektiva. Men exp(z) &r
inte injektiv tillskillnad fran sin reella motsvarighet. Det finns alltsa olika input z som ger samma output. Diremot
4r den injektiv inom vissa intervall och déarfér delar vi upp de komplexa logaritmerna i flera sk grenar. Om man
tycker detta &r svart kan det vara bra att béttra pa ens forstaelse for inversfunktioner generellt. Och tva exempel pa
funktioner fran envariabelanalys som endast har en invers pa ett specifikt intervall &r y = 2 som har en inversen NG
for x > 0 eller y = tan(x) som har inversen arctan(y) inom intervallet —3 < = < 5. Anledningen till att funktionen
ar ratt sd logiskt om man ténker pd det. Om man exempelvis har funktionen y = 22 som man later vara definierad
pa hela R och som antar virdet y = 4 bade for = —2 och 2 = 2. Om dess invers #r f~!(y) vad skulle d& virdet for
f~1(4) da vara? Skulle det vara z = 2 eller x = —27?
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(a)

Argumentet for z d&rf € (—m,r|. Alltsa existerar en 16sning.

Log(z) = gz

2 =e2!

=> 2z = cos (I) + ¢sin (7)

T 2 2
z=1

(b)
Vi har ekvationen:
3
Log(z) = ?ﬂz

Dock kan vi ju utlésa att argumentet hos z for den hér ekvationen hade varit 2% ¢ (—m,r]. Alltsd
saknar denna ekvation nagon losning eftersom den principala grenen inte dr definierat for detta
argument.

Kapitel 4.

4.1
©)

~(t) =isin(t) ,t € [—7, 7

Lingden pa en kurva « ér |y(t)] = f: |/ (t)| dt
Alltsa,

cos(t) —5<t<3
—cos(t) —m<t< -5, 5 <t<m

|7/ (t)| = licos(t)| = |cos(t)| = {

|v(®)| = /T; | cos(t)| dt = /_72; cos(t) dt — /;’5 cos(t) dt — /{ﬂ cos(t) dt

- 2

=1-(-1)—(-1)+0-0+1=4

2

Alt. Notera att intervallet &r exakt en period (27-langt). cos(x) dr en symmetrisk och 27-periodisk
funktion. | cos(x)| ddremot &r en m-periodisk funktion , dérav foljer att

/ |cos(t)\dt:2/2 cos(t)dt =2-2=4

—T

[NE]
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4.5
(a)
Vi har funktionen:
f(z)=z+%

Vi vill parametrisera C[0,2] pa liknande séitt som man brukade gora i flervariabelanalyskursen och
sedan integrera f(z) 6ver detta. Vi vill anvinda formeln:

b
/f(z) dz = / Fy))Y (t)dt, t € [ab] eller t € (a,b)

Cirkeln C[0,2] kan beskrivas av parametriseringen: v(t) = 2¢%, t € [0,271] => +/(t) = 2ie'’.

=> / f(z)= /(2 +z)dz = {z = ¥(t) pa integrationsomradet }
v ¥
27 o '
= /27r (26it + 267%) 2iett At =
0

= / " (4ie*™ + 40) dt =
0
= [2*" + 4it] zﬂ =
=2e*™ 4 870 — (2¢*"Y +0) = {Eulers formel ger}
= 2(cos(4m) + isin(4m)) + 8mi — 2 =
=2(140)+8mi—2=
=J+8mi—2=
= 8mi

4.6
Vi soker hir fy xdz, f,y ydz, f,y zdz, f,y zdz

b)
~v = C]0,1] , vilken kan parametriseras som

y(t) = e = cos(t) + isin(t) t € [0,2n)
' (t) = ielit) = —sin(t) + i cos(t)
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Vilket innebér att,

L rdz = /7 Re[y(£)]/(¢) dt — /0 7 cos(t)(— sin(t) + i cos(t)) = .. i

och pa samma sitt for integralen 6ver y, fast dar med imaginérdelen far vi fﬂ/ ydz = —m.

For de tva resterande kan vi nu gora som tipset sidger och enkelt skriva om till

/zdz-/mdz—&—z/ydz-m—mr—()
/Z :/xdz—z/yd2—1w+z7r—2m

4.17
Vi har )
F(z)= % (Log(z + i) — Log(z — 1))

Notera att denna funktionen dr vildefinerad och holo for Re(z) > 0 eftersom vi inte riskerar att fa
logaritmen av 0 och vi kan halla oss till en logaritmisk gren.

For att visa att det dr en antiderivata ricker det alltsa att visa att dess derivata &r den sokta,
. 1 1 . L . 1
By G
2\z+1 z—1 2 2241 22 +1

Om F(z) = arctan(z) sa skulle tan(F'(z)) = z eller F(tan(z)) = z, man kan vélja att férsoka visa
vilken som av dessa tror jag. Har kommer ett exempel,

sin(F(z)) eiF(2) _ o—iF(2)
tan(F(z)) = cos(F(z)) = (e 4 e—iF (=) =

% [6iF() — gitLos(+i)-Log(—1) _ o4 (2= 7)

(z+1)
_G%Q;zg E?ig)_ (z—i)2—(z2410)?* -4z 2z L,
D ) TGP i) iRy 1-2

Alltsa #r F(z) # arctan(z) trots att den dr en antiderivata till 1+ —.

(arctan(z) #r en antiderivata till ﬁ endast da z € R, om jag minns rétt)

4.29

Vi vill visa att

1
—dz=0
/(,*[0,2] Bl
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Lat f(z) = ﬁ Vi kan da notera att f(z) dr holo i omradet G = C\ {—1} . (Visa med Cauchy
Riemann).

Vi kan nu notera att C[0,2] ~, C[0,r] ndr r > 1. Dvs cirklarna &r homotopa pa omradet G
déir funktionen &r holomorf. Cirklarna ér dessutom slutna och deriverbara (C'). D& det foljer fran
Cauchys sats att

/ f(z)dz:/ flz)dz ,r>1
Clo,2] clo, ]

Fran triangelolikheten for integraler kan vi stélla upp foljande.

1 1 27r
dz| < - 1 1l—=—11Cl0,7r]| = —0dar—
/c[0r]23+1 z| <max,eco, 5] zd+1‘| [0, r]| ] ar— oo
’ H/_/ =27r
=%

L. 1 1
r3e3i0 11|~ 1330 — (1] 3 —1
Vilket bevisar pastaendet genom likeheten ovan.

d

Kommentar x : Det storsta virdet 1 ett brak fas nir ndmnaren &r sa liten som mdojligt. Fran

triangelolikheten foljer att |a + b| > |a| — |b] < Iai}%bl < Wi\bl'

4.37
(a)

2,2 / 2,2
—~ _dz= ——————dz = {Endast z = —2 #r innanfér C[-1,2]}
/0[1,2] 4— 22 cl-1,2 2=2)(2+2)

[\

z 22

= = dz=49=> f(z) = CIF ger}
/C[—l,2] 2+ { ( ) 2—2z

=2mif(-2) =

= 2mt

i

= 2m

sin(z)

/ ——=dz = {CIF ger} = 2misin(0) =0
clo,1]  #
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z

e .
—dz = / =2 dz = {CIF ger
/0[0,2] 2(2 —3) cl0,2] * { I

Kapitel 5.

5.1
c)

Berdkna
I / sin(2z) &
o (2—m)?

dédr O dr kvadraten med centrum i origo och sidlingden 4. Notera att integranden &r holo pa C\ {m}
och att den singuléra punkten 7 ligger i omradet som innesluts av [J. Vi har att [J & homotop med
nagon D(m, R) C O (R kan viljas tillrickligt litet sa att cirkeldisken innesluter sigi O (R < 4 —m)).

Fran Cauchys sats har vi da forst att,
7= / Sln(Qz)2 & = / sm(2,z)2 &
o@2-m) iR (2—)

Lat f(z) = sin(2z), vilken &r holomorf i hela C, och vi kan nu direkt anvéinda Cauchys integralformel
for derivator

iy ] ORI
e N Lo

I=f(m)2mi
I = 2cos(2m)2mi = 4mi

5.3
a)

Berékna integralen

/ Log(z — 4i) dz
03]
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Hér ska vi anvénda oss av lite kluriga knep! Vi vet att den komplexa logaritmen blir problematisk i
origo och nér argumentet passerar den negativa real-axeln eftersom argumentet dr periodiskt. Det
kan dérfor kidnnas vildigt konstigt att integrera 6ver C'[0,3] som ju passerar den negativa realaxeln.
Men tack och lov sa har vi i argumentet till logaritmen en translation med —4i , vilket innebér att
vi faktiskt alltid kommer att befinna oss i det nedre halvplanet.

Vi kan se det ldttare med ett variabelbyte. Lat w = z — 44 , da blir integralen

/ Log(z — 4i)dz = / Log(w) dw
clo,3]

C[—44,3]

Notera nu att Log(w) holomorf i omradet G = D[—44,3] som innesluts av C[—44,3] (eftersom vi kan
halla oss till den principala grenen av komplexa logaritmen). C[—44,3] &r dessutom sluten, glatt och
nollhomotop i G. Fran Cauchys sats foljer da att,

/ Log(w)dw =0
C[—4i,3]

Tips: For en grafisk representation av detta, skriv in (3cos(t),3sin(t) —4) och 0 < t < 27 i
Desmos! Eller ténk sjilv att det inte finns nagot z € C]0,3] sadant att argumentet i logaritmen
kommer passera real-axeln. Det absolut ndrmaste vi kommer &r nér z = 3i !

5.11
Strategi:

Innan vi paborjar beviset kan det vara bra att siga att nyckeln till det héir beviset &r att anvinda
sig av AF'S och faktorsatsen i ett induktionsbevis. Det ’intuitiva’ sittet att forsta den hér uppgiften
dr att man vill applicera AFS+faktorsatsen pa p(z) n antal ganger. Men eftersom 'n’ r ett godtyck-
ligt heltal dr detta emellertid inte ett rigorost sitt att bevisa den hér typen av saker. I sadana hir
situationer applicerar man déarfor s.k. induktionsbevis. Du bér ha kommit i kontakt med den hér
typen av bevis forut men annars kan det vara bra att repetera det genom att bestka: https://www.
matteboken.se/lektioner/matte-5/talfoljder-och-induktionsbevis/induktionsbevis.

Pastaende:
Om p &r ett polynom av graden n > 0 existerar det komplexa tal ¢,z1,22,...,2; och postiva heltal
J15J25e-2Jk, dAr j1 + j2 + ... + jr = n, sadana att:

p(z) =c(z — zl)jl (z — 22)j2...(z - zk)j’c

Bevis:

Vi vill nu gora ett induktionsbevis for att bevisa detta.

1. Lat oss borja med fallet n = 1. Da har vi att:
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p(z) =az+b
Om vi faktoriserar ut a far vi att:

p(2) =a <z+ 2) = (2 + 2)

dér ¢ =a, 21 = { och j; = 1. Alltsa stdmmer pastaendet for n = 1.

2. Lat nu p(z) vara ett polynom av grad n = m > 0. Antag nu att pastaendet stimmer for p
av denna grad m (att gora ett sadant hir antagande dr mycket viktigt nidr man haller pad med
induktionsbevis #ven fast det kanske later konstigt). Dvs:

p(z) = c2™ F am_12™ o ag = c(z — 211 (2 — )2 (2 — 2)F, m >0

3. Lat oss nu undersoka om pastaendet ocksa stdmmer for ett polynom av grad m + 1. Vi har :

q(z) = 2™ 4 a2+ .+ ag

AFS ger da att 3z; € C: ¢(z1) = 0. Faktorsatsen séiger nu att ¢(z) kan skrivas som:

q(2) = (z = 21)r(2)

dér r(z) dr ett nytt polynom av grad m > 0.

Men for ett polynom av grad m stdmmer pastaendet enligt antagande. Alltsa maste dven pastaendet
gilla for ¢(z) eftersom:

q(2) = (z — 21)r(2) = c(z — 21)* (2 — 22)72...(2 — zk)j’“

Slutligen vet vi ocksa att om man har ett polynom av grad m + 1 &r den hogsta potensen just m+1
alltsa maste dven j; + jo + ... + jp = m + 1.

1., 2. och 3. tillsammans ger nu genom induktion att pastaendet stimmer.

VSB

33



5.15
f(2) = u(z) +iv(2)

f(z) dr hel => u(z) och v(z) &r hela och harmoniska. Fran uppgiftbeskrivningen far vi att det
aM > 0:|u(z)| < MVz e C.

Pastaende: f(z) #r konstant.

Lat ®(z) = ef(*) => ®(2) #r hel (ty f(2) och e* r hela)

— e“(z) (COS(U(Z)) + ZSID(’U(Z)))

=> |®(2)] = [ (cos(v(2)) + isin(v(2)))| =
= \/62“(2) cos2(v(z)) 4 e2u(=) sin*(v(z)) =
= \/EQU(Z) (cos?(v(z)) + sin®(v(2))) = {Trig. 1 ger}

=1

=V eQu(z) =
— ou(2) <

<eM

Liouvilles sats ger att ®(z) &r konstant.

=>d'(2) =ef@f'(2) =0 VzeC
=>f(2) =0 Vz e C eftersom e/*) % 0 pa C.

Sats ger nu att f(z) dr konstant. Alltsa stimmer pastaendet.

VSV
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5.16

f holo pa C och |f(2)] < a|z| + b fér a,b € R. Visa att f &r ett polynom av max grad 1. dvs
f=Cz+D.

Vi vet att for ett polynom av grad <1 géller att andraderivatan &r 0. Vi stéller direkt upp Cauchys
integralformel for andraderivatan pa ett omrade Clw,R] som vi kommer lata omsluta hela C (genom
att lata R — oo och w &r en godtycklig punkt) dér ju f &r holo, s& det dr okej! Sen anvénder vi
triangelolikheten for integraler for att uppskatta andraderivatan vid detta grénsvérde.

)= L _fE) g,
fiw) = i /C[w,R] (z —w)? d

T JC|w,R] (Z - w) 2€C|w,R] (Z — w)
< a2+, _allwl+ R)+b, .
z€Cw,R] |Z — w|3 R3 R—o0

= f"(w) =0 = f"” =0 eftersom w &r en godtyckligt vald punkt.

Darmed géller att f ar ett polynom av max grad 1. [
Kommentar: Den sista omskrivningen i olikheterna kommer ifran att for z pa Clw,R] &r
|z —w| =R
|z —w| > |z| — |w| omviinda triangelolikh.
= R 2> [z - |v|
= |z| < R+ |w|

5.18

Nu borjar vi dntligen komma till de coola applikationerna av komplex analys! Berikna
(o)
1
Ceo TH+1

Forst och framst, notera att detta &r en reell integral, dvs = € R, sa varfor ska vi anviinda komplex
analys for att 16sa ett reellt problem? Kommer du pa nagon primitiv funktion till I%H 7 N4, téankte
vél det.

Dérfor ska vi borja med att gora en omskrivning till det komplexa talplanet. Forst konstruerar vi
kurvan I' = v U [-R,R] enligt figuren, dvs halvmanen som bestar av halvcirkeln med radie R och
linjesegmentet mellan —R och R. Av konvention later vi kurvan ha positiv orientering (moturs).
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ﬁR \\’\ r

=yU[-RR]
R [RR] iR
>

Figur 3: ' i det komplexa talplanet

. . o .. _ 1
Med dessa termer kan vi notera att nir R — oo sa dr I = f[_R’R] 77 dz

Framforallt kan vi stélla upp,

1 L 1
- dz= - de+ | ——dz (1)
FZ4+1 7RZ4+1 ,YZ4+1

Dir mittentermen alltsa &r det sokta da R — oo. Vi vill nu visa att hogertermen (y-integralen) gar
till 0 just ndr R — oo. Till var hjdlp har vi triangelolikheten for integraler.

1
—dz
Lz4+1

Kommentar: Forst omvinda triangelolikheten, kom ihag ett brak &r som storst ndr ndmnaren &r
som minst. Sen géller pa « att |z| = R eftersom R &r radien pa halvcirkeln.

TR < max 1 TR = el — 0

<
= max zEy ‘Z|4— 1 R4—1 R—o0

zey

24 +1

Alltsa har vi att nir R — oo sa édr [ = fr ;1% dz for vilken vi kan anviinda nagra av de satser
vi tagit fram. (Senare i kursen kommer vi gora detta med Residykalkyl, men {or néirvarande far vi
anvinda oss av Cauchys integralformel! ).
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Forst och frimst behover vi hitta integrandens poler (dvs da z* + 1 = 0).

wh=-1
ple'? = 1 = p=1

et = "™ =1,3,5,7
01271'%1
3 Oy =3
0=nr- = 2 W‘;
4: 93—71';1
94—71';—1

I

wlzei%

i3
Wy = € 4

5 —
W3=€4=w2

i —
Wy =€ 4 =Wy

Av dessa poler ligger w; och wy 1 omradet som innesluts av I'. Vi kan nu istéllet skapa kvartscirk-
larna 47 och 7 som omsluter varsin av w; och ws och tillsammans kommer utgora I’ (notera att
mittenbiten dir bada kurvorna méts tar ut varandra eftersom de har motsatt riktning).

" +R ~.

—

w2

w4

+R$

w3

Figur 4: 1 och 72 i det komplexa talplanet som omsluter wy och we

Vi noterar ocksa att for ett polynom giller att (24 + 1) = (z — w1) (2 — w2)(z — w3) (2 — wy).
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Vi kan nu stélla upp ,

1
= 7(:1 =
Az‘*—l—l -

1 1
7} dz—|—/ sz
L2t +1 ya Z +1

1 1
L (2= wi)(z —w2) (2 — ws)(z — ws) d=+ [{2 (z —w1)(z —w2)(z —ws3)(z — wy)

1 1
G Gmw)Gowd) g / CwlG—ws)Gw) g4,
Y2

I
T— T

dz

(z —w1) (2 —w2)
[ RE  [ BE)
a 1(z—wl)d +/72(z—w2)d

Vi vet nu att f; och f; &r holo pa de omraden som omsluts av 7y; respektive ,, eftersom polerna
som fanns i dessa omraden har faktoriserats ut ur f. Kurvorna &r i sin tur slutna och glatta kurvor.

Alltsé kan vi hér kéra pa med Cauchys Integralformel. (f(a) = 5= (f (za) dz)

I =2mi (fi(wy) + fa(wa))

. 1 1
= ((wl —wa) (w1 —ws)(w1 — wa) * (w2 — w1) (w2 — w3) (w2 — w4)>

1 1

_|_

(232)(202) (22 (1 +4))  (—22)(2L2(~ 1+z>><2“f>>
1

Kapitel 6.

6.4

u(z,y) = e sin(y)

ou . ou

= e’ sin(y) - e” cos(y)
0u 0%u
32 = ¢ sin(y) a7 —e” sin(y)
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Vilket medfor att laplacianen
0?u  0%u
0x? + Oy?

och funktionen ar didrmed harmonisk .

b)

Nu ska vi hitta en hel funktion f s.a. u(z,y) = Re(f). Vi vill alltsa hitta nagon v(z,y) = Im(f) som
uppfyller Cauchy Riemanns ekvationer, (som i kapitel 2).

ou Ov . .
o 87y =e"sin(y) = v(x,y) = —e” cos(y) + g(x)

ov ou

X

G = " cosly) o/ (x) = " eos(y) = 5

= ¢(#)=0 = g(x)=CviljC =0

Slutligen har vi da alltsa

fzy) = u(ay) +iv(zy)
f(x,y) = e®sin(y) — ie” cos(y) = —ie® (isin(y) + cos(y)) = —ie® T = —je

z

—ety

6.7

u(x,y) dr en funktion pa R? — R som endast beror av x. Fortsatt ska u(z,y) ocksd vara harmonisk.

0%u 0%u

o oy

Eftersom wu(z,y) inte beror av y innebér det att ‘3273 = 0. For att likheten ovan ska vara uppfylld
2 2

maste darfor 27?; =0= —2712‘. Alltsa dr u(z,y) harmonisk néir u(z,y) dr ett polynom av hogst grad

1 med avseende pa x.

6.11

Pastaende:

Om w ar harmonisk och begrinsad pa C da &r u konstant.
Strategi:

Vi vill 16sa denna uppgift pa ett liknande sétt som uppgift 5.15 och applicera Liouvilles sats. Denna
typ av strategi dr ofta anvéndbar nir man missténker att man kan anvidnda Liouvilles sats. Det

39



som kan indikera att Liouvilles sats &r en bra idé att anvinda i denna uppgift ar att v &r begransad.
En bra sak att ha med sig ocksa &r att det &r underforstatt att w &r en reellviard funktion som &r
realdelen av nagon komplex funktion f = wu + iv.

Losning:

Eftersom v #r harmonisk Jv, som #r harmonisk, sadan att f(z) = u(z) + iv(z) dér f &r hel.

Lat nu:

Eftersom u ér begrinsad M € R : v < M. Alltsa maste dven:
eu(z) < GM

Liouvilles sats ger nu att ®(z) ar konstant.

=>d(z) =ef @ f(2) =0

Men eftersom e* # 0 maste:

=> f ar konstant.

Fortsatt kan vi skriva f som:

SDetta ar en egenskap som harmoniska funktioner har.



f(2) = f(ay) = ulzy) +iv(z,y)

Kom nu ihag att bade u och v &dr reellvirda funktioner. Detta gor att w och v inte kan ’ta ut
varandra’ pga faktorn i framfér v som gor att alla virden pa iv(z,y) maste vara imaginira medan
alla virden pa wu(z,y) ar reella. Alltsa maste dérfor w och v ocksa vara konstanta.

VSB

Kapitel 7.

7.12
nlgréo Cp = nh_)rrgo (Re(en) +ilm(c,)) = JLIEO(Re(cn)) + znh_)rréo(lm(cn))
Om lim,,(Re(cy)) = a och lim, o (Im(c,)) = b sa dr lim, o0y, = a + b = ¢ men om

lim,, o (Re(ep)) ellerlim, s oo (Im(c,)) divergerar kommer dven lim,,_, . ¢, divergera.

7.25

I de hér uppgifterna vill vi ta fram potensserien till en funktion och fran det sedan finna konver-
gensradien genom att avldsa detta ur var potensserie.

(b)

Vi har funktionen:

Nu &r véar funktion skriven pa formen for en geometrisk serie, dvs Y2 akf = ﬁ dér serien endast
konvergerar om |a| < 1 (lis mer om geometriska serier pa https://sv.wikipedia.org/wiki/

Geometrisk_summa). Om f%‘ < 1 kan vi alltsa skriva f som:
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~
ra=53(5) =
1o 2k
:ggﬁik:
I 2P
2520:(23%:

—~32k.3
> 1

— k
*ng.gkﬂz
0

Nu vill vi finna konvergensradien till den har potensserien. Da kommer vi ihag att ‘%‘ < 1 for
att den geometriska serien skulle konvergera. © Saledes #ir konvergensradien de z som uppfyller att
‘§| < 1. Lat oss finna dessa z:

Alltsa ar konvergensradien 6.

7.26

(a), (b) och (c) gar ut pa att anvinda sig av kiinda taylorutvecklingar (TU:s) och sedan applicera
kvotkriteriet eller rotkriteriet for att finna konvergensradien.

(d)
Vi vill finna potensserien till:
f(z) = (sin(2))?

Strategi:

Att rakt av finna potensserien till f(z) &r svart. Dérfor ska vi istéllet kolla pa potensserien till
f'(2) och sedan undersoka om f’(z):s potensserie konvergerar likformigt. Serier som konvergerar

“Om |%| > 1 kommer alltsa var potensserie inte att ga mot f(z).
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likformigt har en del riktigt anvindbara egenskaper. Exempelvis &r en egenskap att man kan flytta
in integrationstecknet innanfér summationstecknet (samma egenskap géller fér derivering). Och pa
sa séitt kommer vi kunna ta fram f(z) fran f’(z). En annan viktig egenskap ér att konvergensradien
for f(z):s potensserie och f’(z):s potensserie dr densamma. Anledningen till att vi véljer att studera
just f'(z) &r for att:

f'(z) = 2sin(z) cos(z) = sin(2z)

och vi kdnner ju redan till potensserien fo6r sin(z)! Att se detta ér inte helt 14tt men att kolla pa
derivator och primitiva funktioner &r ibland ett avnindbart redskap i denna typen av uppgifter.

Losning:

1'(z) = sin(2z) = {TU ger}

> k
=z*;; P =
—0 +
k22k+1

2k—|—1

2k+1

Mf

k=0

Lat oss nu undersoka konvergensradien hos potensserien f6r f/(z) genom att anvéinda oss av kvot-
kriteriet:

o — (_1)k22k+1 e e = (_1)k+122k+3
(2k +1)! + (2k + 3)!
Crt1 -1 k:+122k+3 T —~1).22
= . = 0=H
ek (2k + 3)! WW (2k +2)(2k 4+ 3) k—oo
=> konvergensradien for f/(z) &r R = - = 700" enligt kvotkriteriet. Alltsd maste &ven f(z) ha

»

konvergensradien R = "00”.

Lat oss nu ha en disk D(0,r) ddr r < R. Enligt Sats 7.31 konvergerar da potensserien till f’(z)
likformigt pa D(0,r). Alltsa kommer vi kunna flytta in integrationstecknet nér vi nu vill finna
potensserien till f(z):
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f(2) = (sin(2))* =

Mg

( k22k+1 )
L2kl ) g, —
poars 2k +1)!

k:22/€+1
/ 2k:+1 dz ) =
(2k +1

S (/ s =

( 1)k22k+1 Z2k,+2 _
2k +1)! 2k+2

( 1)k22k+1
2k + 2)]

(_1)m7122m71 5
em) -

4 <

i
o

Mg

k=0

p"qg

x>~
Il
o

A fTatm=k+1<=>k=m—1}

m

M8T£M8

3

3
Il
—_

7.28
a)

f(z) = % och vi vill hitta en potensserie kring punkten 1. Taylorutveckling ger
! 1 1 1
f(1)+ fl(' )(z—l)—|— f2(' )(z—1)2+
1-1(z=1)+2(z—1)* -
1
— = Y-

k>1

Konvergensradien hittas enkelt med rotkriteriet,

(-)*F =1 = R=1

7.29
(a)
Vi har potensserien:
ok
> 2

pa D[0,1]. Alltsa ar fi(z) = ;—Z Nér vi anvinder Weierstral majorantsats vill vi hitta en summa
som dr mindre dn beloppet av var potensserie Vz € D[0,1] och Vk > 1. Lat oss dérfor studera

|fk(2)]:
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Fortsatt vet vi att:

k>1

konvergerar. Weierstrafl majorantsats ger da att:

ir likformigt konvergent pa D[0,1].
VSV

(b)

Vi har potensserien:

pa M = {z € C: |z| > 2}. Alltsd &r fi(z) = —r=. Precis som i (a) vill vi nu hitta en summa som

ar mindre &n beloppet av var potensserie Vz € M och Vk > 1. Lat oss dérfor studera | fi(2)|:

1
k=1

1

|fe(2)] =

Vi vet att:

konvergerar. Weierstrafl majorantsats ger darfor att:
>
ok

k>0

konvergerar likformigt pa M.
VSV



()

Vi har potensserien:

k

V4
2 T

k

pa D(0,r). Alltsa &r fi(2) = Py
an beloppet av var potensserie Vz € D(0,r) och Vk > 1. Lat oss dirfor studera |f;,(2)]:

Precis som i (a) och (b) vill vi nu hitta en summa som &r mindre

ok
|fi(2)| = z’“—i—l‘ =
_ M
LT
Vi vill nu skriva om % mha omvinda triangelolikheten (btw triangelolikheten &r nagot av det

viktigaste i denna kursen sa vet du den inte redan sa bor du verkligen lira dig den). Omviinda
triangelolikheten ger:

|zk+1\21—|zk|

Observera att 1 — |2%| > 0 pa D(0,r). Lat oss nu utnyttja denna olikhet i vart uttryck for |fx(z)|:

k
Ifx(2)] < 1727‘%‘ < {Maximalt virde antas da |z| =r — 1}

K

=1k

P —141

1-rk

B ;L/r’er 1
1—7  1—rk

=-1 <
i s
1

“1-—rk

Lat oss nu se pa konstanten r som en variabel istéllet for ett talet » — 1. Fortsatt studerar vi
summan:

1
Szzl_rk

k>0
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Vi vill ta reda pa denna potensseries konvergensradie for att se om summan d& » — 1 konvergerar.
Notera att denna potensserie &r reell och darfor kan vi anvinda oss av metoder fran kursen Mate-
matisk fordjupning (envariabelanalys for F+Tm kanske?):

° 1 1
Lat ap = 1k OCh ak+1 = T kFT

1
ag+1  T—pErr 1 —rk
===
ag L 1 — rhktl
1—rk
H = lim =

1 1
R = —_—= == 1
H 1
Alltsa konvergerar summan SVr : —1 < r < 1 men eftersom r > 0 enligt uppgiftsbeskrivningen

konvergerar SVr: 0 <r < 1.

1
1—rk

att » — 1. Summan S som ﬁ motsvarar konvergerar alltsa nidr r — 1. Weierstrafl majorantsats
sdger da att potensserien:

dar r ar ett tal sadant

Nu vet vi att att | fx(z)| hos var komplexa potensserie alltsa dr mindre dn

Zk:
2 i

k>0

konvergerar likformigt pa D(0,r), 0<r < 1.
VSV

[Disclaimer: Kolla gidrna med David sa att denna losning faktiskt st&dmmer]

7.30

Fixera z € C, 1at r > |z| samt infor variabeln w sa att |w| > r

s=¥ ()

k>0
Vi vet att
z z z
RE SRR
w Wmin T

Vilket betyder att )", }f‘k dr en konvergent geometrisk serie. Alltsa giller fran Weierstrass Ma-
jorantsats att S #r likformigt konvergent.
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7.33

Quick fire solutions!

b)

Rotkriteriet, ) )
k"% = |k*|" — 1"=1 = R=1
k—o0

c)

Téank sjilv, fackulteter viixer snabbt som satan! Sa exponentiella fackulteter maste vara helt galna
0.0

Men okej, anta forst |z| < 1 da géller att [2[*' < |z|*Vk > 0 och 3, <, |2|* konvergerar s& d& méste

alltsd dven >, |2|* konvergera for |z| < 1. (k = 0 - termen spelar inte sa stor roll. Det viktiga ir
vad som héinder i svansarna”).

For |z| > 1 giller att |2[* > [2|¥ och 3,5, |2|" divergerar si d& maste alltsd dven >, |z|"
divergera for |z| > 1. - -

Kort o gott, R = 1.

b)
Rotkriteriet,
1
I
Téank sjdlv, ndimnaren vixer superfort! Sa vi kan ha jittestora z och &nda konvergera!

Kapitel 8.

8.1
b)

Det dr en geometrisk serie, den konvergerar absolut nér

1
"<1 = |z—-3|>1
z—3

Medan likformig konvergens inte kan uppnas ”i grénsvirden” dvs vi maste ha nagot » > 1 och
R < oo . Alltsa likformig konvergens uppnas om

1
’<r<1 = |z-3|>r
z—3

. Samt med oéndlighetsbegrinsningen, sa exakt: 1 <r < |z —3| < R < o0
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Kommentar: For att forsta detta kan man tédnka pa vad likformig konvergens innebér, jo att
funktionen nirmar sig nagot lika mycket dverallt samtidigt. Medan absolut /punktformig konvergens
bara uttalar sig om att varje punkt nidrmar sig nagot men inte nédvéandigtvis alla samtidigt. T.ex
kan en den divergera precis precis i gransvardet och alltsa viixa sig ofindlig dér trots att alla punkter
var for sig konvergerar. For likformig konvergens behover vi darfor kolla pa en sluten och begrinsad
méngd (kompakt méngd)... Inser hur svart det hir &r att forklara i text sa hér finns en bra link
med animationer!)

8.17

I den hir uppgiften vill vi skriva om funktionerna sa att de blir en geometrisk serie och ddrmed ocksa
som en Laurentserie. For mer info om geometriska serier rekommenderas: https://sv.wikipedia.
org/wiki/Geometrisk_summa. Men lat oss forst borja med att skriva om funktionen genom att
gora en variabelsubstitution:

1 1

IO=tern - M == 0wy

Det finns nu tvé annaluser f kan skrivas som en konvergent Laurentserie i: D(1,2)* och A(1,2,00).
Observera att facit endast ger svaret for en av dessa annalusar.

I annalusen D(1,2)%:

I den hir annalusen dr |w| < 2 (ty |z — 1| < 2). Detta &r viktigt nér vi sedan ska skriva om det som
en geometrisk summa. Fortsatt &r:

1 1 1
=- = { —E‘ < 1 => vi kan skriva om detta som en geometrisk series}
w+2 21— (-%) 2
e w\*
-32(-3) -
0
1o (=DF
252 ok 2" =
0

Alltsa blir:

8For att en geometrisk serie ska konvergera maste detta vara < 1. Fér mer info se: https://sv.wikipedia.org/
wiki/Geometrisk_summa.
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Denna Laurentserie dr konvergent i |[-%| < 1 <=> |w| < 2. Och uttryckt i z blir detta |z — 1] < 2.

I annalusen A(1,2,00):

I den hér annalusen dr |w| > 1 (ty |z — 1| > 1). Detta &r viktigt nér vi sedan ska skriva om det som
en geometrisk summa. Fortsatt ar:

1 - 1 v
—— =< Forlding med — p = —%— =
w+ 2 w

Il
—
|
Elw
AN
—_
1
V
=.
g
=]
)
=
=.
<
2
@]
B
(oW
@D
&+
—
®
w0
o
=
[¢)
B
0]
@
@]
g
@D
-+
=.
7
8
)
@D
=.
@D
—

=> (k2w = {Lat m =~k — 1 <=>k=-m -1}
k=0

_ Z (_1)7m7127m71wm _ {(_1)77171 <=> (_1)777171}

m—1

-1
(1)
:Z gm+1 w™

— 00

9For att en geometrisk serie ska konvergera maste detta vara < 1. For mer info se: https://sv.wikipedia.org/
wiki/Geometrisk_summa.
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Alltsa blir:

—1  1ym—1
1= 3 3 S =

w
—1 m—1
(_1) m—1 2
= Z s ={Latn=m—-1<=>m=n+1}
—2
(_1)77. n
= Z oz W ={w=2z-1}
-2
(_1)n n
- Z on+2 (= —1)

Denna Laurentserie 4r konvergent i |[—2| < 1 => |w| > 2. uttryckt i z blir detta [z — 1| > 2.
8.19

Vi har funktionen:

z—2
z+1

f(z) =

I den hér uppgiften kommer vi att behova ténka lite utanfér boxen nér det kommer till summor
generellt. Vi kommer inte utnyttja geometriska serier eller taylorutvecklingar. Vi kommer att gora
detta genom att gora en smart omskrivning. Nyckeln till att vi kan géra den hér omskriningen &r
att vi ska hitta LSU:n centrerad i z = —1. Generellt kan en sadan serie kunna skrivas som:

> alz— (1) =D ez +1)"

Men vi har ju redan z 4+ 1 i ndmnaren i f(z). Vad jag menar med detta kommer att bli tydligare
nér vi faktiskt gor omskrivninen:
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272_
z+1
_z+1—3_

z+1

1 p—
z+1

_ T,
2+T

1 [
z24+1
=1-(z+1)°=3z+1)""!=

= ZCk(Z +1)*

=1-3

dér ¢ =0 nér k # —1,0 och c_1 = =3 och ¢ = 1.

8.23

Visa att 25 = 32,50 opr » nér |z — 1] > 1

z

Férst kom ihag den geometriska serien 21— =3, w", w < 1. (se har )

Nu &r malet bara att skriva om vart uttryck pa den geometriska formen.

z—1 z=-1 1
z—2 z-1-1 1--
z—1
Om Zil‘ <1 <= |z —1] > 1 kan vi nu anvénda den geometriska serien,
1 1" 1
=Y (5) T
=25 k>0 V7 1 kzo(zfl)
8.26

1
cos(z)

Hitta Laurentserien till sec(z) = centrerad i origo. Bered er pa magi!
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Forst och framst, kom ihag MacLaurinserien for cos(z).

(2k)! 2l 4l 6l
k>0
S N 1 B 1
cos(z) 1-F+EH-F+OE) 1- (-5 +5+03E)
22 4,6
% Kom ihag den geometriska serien, forutsatt att TR o +0(%)| <1
% ,vilket dr sant for sma z
22 2t 20 s i
k>0
2?2 2t 20 8 24 28 8 28 s
= (1) +(2!—4!+6!+O(z ))+(W—2M+O(z ))+((2!)3 +O(z ))
r=0 k=1 k=2 k=3
22 I 1Y\ 4 11 1Y\ 4 s
25, 6
=1+ 2 + 1 + EZ +
Kommentar:

1. Man far sjélv vilja hur manga termer man véljer att utveckla, som ni mérker blir det mer jobb
ju fler man har. Jag valde att ha med t.om 2% termer, medan facit bara har z%.

2. Nir man utvecklar paranteserna® far man ténka till si man inte jobbar i onddan, sa fort man
ser att exponenten kommer bli > det i O kan man bara direkt lata det vara en del av O. A andra
sidan géller det att vara vaksam pa hur manga k man behover utveckla for. Hade man i det hir
exemplet inte haft med & = 3 s hade inte 2% termen blivit korrekt. Det beror helt enkelt pa hur
manga termer man vill skriva ut i sin serie.

8.27
f ér holo i 2, f(20) =0 och f'(z9) #0

Pastaende:

f har multipliitet 1 i zg.

Eftersom f &r holo i zg och f(zo) = 0 ger Klassifikation av nollstillen att f(z) = (z — z9)™g(z) dar
g dr holo i zg, g(z0) Z0och m > 1, meN.

(f(2) £ 0 eftersom f/(z9) # 0)

53



9(2) + (2 — 20)"9' (2), m =
Om m > 1:
=> f(20) = m(z = 20)™ 9(20) + (76 — 2)"9(20) = 0
=>m}1
Omm=1:

f(20) = 9(20) + (30— 29) ™ g(20) = g(20) # 0
=> nollstéllet zp maste ha multiplicitet m = 1.

VSV

8.28

I den hér uppgiften vill vi anvénda oss av teorin som bevisade i uppgift 8.27.

(a)
Vi har funktionen f(z) =e* -1, 2z9=2kmi, keZ

f(z) = e* — 1 = {Eulers formel ger} = (cos(—iz) + isin(—iz))) — 1

:>f(2’0) =0
f'(2) = € = cos(—iz) + isin(—iz)
f'(20) = cos(2mk) +isin(2wk) =1 # 1
N——

——
=1 =0

Resultatet fran uppgift 8.27 ger att multipliciteten m = 1.

(b)

Vi har funktionen f(z) = sin(z) — tan(z), 20 =0
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f(z0) =0

f'(2) = cos(z) — (1 + tan*(2)

f/(ZO) = COS(Z()) -1 — tal’lQ(Zo) =0
N—— ——

=1 =0
f"(2) = —sin(z) — 2tan(z)(1 + tan®(z)) = —sin(z) — 2tan(z) — 2tan®(z)
f"(20) = —sin(z0) —2tan(zo)(1 + tan?(20)) = 0

=0 =0

f"(2) = —cos(z) — 2(1 + tan(z)) — 6tan?(2)(1 + tan?(2)) = —3 # 0
Resultatet fran uppgift 8.27 ger att multipliciteten m = 3.

8.32
Hitta LSU:er till f(z) = m i omradena |z| < 1,1 < |z| <2 och z > |2|.

Det viktiga att ta med sig fran en san har uppgift dr att samma funktion ibland Laurentserieut-
vecklas pa olika sétt beroende pa vilket omrade den ska konvergera!

Fran partialbraksuppdelning far vi
3 A n B
1-2)(z4+2 1—2 2+2
3=2A+B+z2B—-A) — A=B=1

1 1
) = 1—z+z+2
—— N~

Si(z) Sj(2)

f(z) =

Malet &r nu att hitta Laurentserierna S; och S; for de i de tre olika omradena.
|z| <1 :

1
=2 =50
k>0

1 1 1 2\ k
22 20— (-2) 52 (*i) = 52(2)

2

f(2) = 51(2) + 52(2)

Obs: Geometrisk serie okej nér |z/2| < 1 vilket stdimmer saldnge |z| < 2 , vilket det &r i fallet
|z| < 1.

1<|z|<2 :
Notera forst att Sa(z) giller édven foér detta intervall (se kommentar ovan). Diremot giller S;(2)
endast nér |z| < 1 sa den behdver hér bytas ut.
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1 1 1 1 1 1
i Ry D Dp NP Sl B e

k>0 k>0 k>1

-
—
S
S~—
|

53(2’) + SQ(Z)

Obs: Geometrisk serie okej har eftersom [z] > 1 <= || <1.

|z|>2 :
Obs: S3(z) géller da |z| > 1 och giller alltsa dven pa detta omrade. Det gor dock inte S2(z) , som
dérfor nu behover bytas ut.

1 1 1 2\"  —(-2F (-2
242 2(1— (—2) B ;Z (_z) _Z 2k+1 _ZT = 5a(2)
f(2)

I
R
X
_l’_
I
O

Alltsa slutligen:
S1(z) + S2(2), 2| <1
f(z) =< S3(2) + S2(2), 1< |2]<2
S3(z) + Sa(2), |z] >2

8.33
Anta f(z) har precis ett nollstéiille @ med multiplicitet 1 i omradet omslutet av cirkeln ~. Visa att
1 /
a=-— ) dz
2mi J, f(2)

Fran sats vet vi att f(z) = (z—a)g(z) dér g(z) dr holo och fran antagandet &r nollskild i cirkelskivan.

Derivera bada led ger med produktregeln f/(z) = g(z) + (z — a)¢'(2) .

L [aPE) 1 (e 4 Goag) 1 (1)
ZMLf<z>dzZMLg<za>g<z>g dz:?m'L y

Lat nu téljaren vara h(z) = z (1 + w), som alltsa #r en holo funktion (eftersom g(z) dr

9(z)
nollskild) i omradet.

Skriv om igen sa kommer vi fa ett uttryck vi kdnner vil igen,

1 h(z)

" 2mi 4 (z—a)

dz
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Enligt Cauchys Integralformel ér alltsa I = h(a) = a (1 + %) =a.

Kapitel 9.

9.1
Eftersom f har ett nollstélle med multiplicitet m i a kan vi skriva, f(z) = (z—a)™g(z) dir g(a) # 0.

1 1 9

I E-arglz)  (z—a)m

dér % ar holo i nagot omrade kring a eftersom g(a) # 0

Enligt sats om klassifikation av singulariteter har % dérfor en pol av multiplicitet m i a.

9.2
b)

z cos(z)

f=zcot(z) = Sn(2)

Vilket innebér att vi har poler da sin(z) =0 = z = kn dér k € Z. Dessa poler kommer vara av
forsta ordningen, eftersom (sin(z))’|,—xx # 0.

sin(z)

Dock kommer vi ihag det gamla standardgransvérdet: lim,_q = 1. Vi kommer alltsa fa en

hévbar singularitet for z = 0.

Formellt skrivet,

lim |7 cos(z)

z—km

 [lim (T) cos(0) =1, k=0
00, ke Z\ {0}

sin(z)
Dérav har vi poler av multiplicitet 1 da z € {wk : k € Z\ {0}} och en hévbar singularitet da z = 0.

9.5
7= C[0,3], berdkna I = [ f(z)dz for foljande f.

Allmént noterar vi att v dr en enkel, sluten, glatt och positivt orienterad kurva. Sa Residysatsen
ar good to go!
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b)

f(z) = 23 cos(2) &r holo pa D(0,3)* . Vi har en isolerad singuléiritet i z = 0, och vill dérfor anvinda
Residysatsen.

I =2miReso(f(2))

For att hitta Resg(f(2)) kommer vi ihdg Maclaurinutvecklingen av cos(z), (Kom ihag att Reso(f(z)) =
coq dir f(z) =Y, cex2® 1)

22 2t
cos(z) =1— o7 + m + O(2%)
4
cos(%) =1- 2%;2 + 4?? + (’)(Ziﬁ)
4
23 COS(Z) =2 - gz + Z)Tz + O(;)
= Reso(f(2)) = i—T = % = %7
=1 = 27ri% = 217771'
c)
! )

1z) = Gra)2+l) (z+i(z—9)

Vi har hér alltsa tva isolerade singulariteter i +¢ . Men vi har fortfarande var goda véin Residysatsen
till hjalp!

I =2mi Z Res; f(2) = 2mi(Resy; f(2) + Res_; f(2))
J

1 1
(2+4) (z+4)(2+1)
Resyi =Resyi ————— =Resy, —/————
est; f(2) esy EEIEET) est )
(*) ( 1 ) B 1
C\GE+D)E+) )| (A+0)2i
1 1
(z+4) (z+4)(z—1)
Res_; =Res_; ———————= = Res_; ———+—~
es_; f(2) es ) es 1)
*) < 1 ) -1
S \G+)E-)) |, (d—i)2
1 1 24
I=2mi - =——
e ((4 T2 (4 i)2i> "
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Kommentar:
(%) Hiar anvinds “rikneregel 3”7 (eller ”c”) for residyer.
(Om f(z) = % dir m > 0 och g holo, sé #r Res,(f) = £

m!
I det hér specifika fallet sa &r dock m = 0 och det hér blir exakt som Cauchys integralformel! Jamf{or

med uppgift 5.18 fér att se hur vi 16ste en liknande uppgift med CIF istéllet for Residysatsen.

9.7
(d)

Resg (el_l/z> = Resy (e : e_l/z) = {Rékneregel a) for residyer ger}
= eResy (eil/z) =

= €-C_1

Lat oss nu finna c_; genom att anvidnda oss av TU:

=

71/z: _ - (_%) _
e {TU ger} Z o

k=0
0

0"
;o (—m)!”

m=— .

Fran detta kan vi nu ta fram att:

(-1t -1

STy T
=> Resg (el’l/z) =—e

9.8
(d)

Vi har integralen:
/ dz
ST
5 Z2sinz
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dér v = C[0,1]. Alltsé &r f(z) = 2—. f(z) har singulariteter i kw, k € Z men endast singula-
riteten z = 0 € int(vy) (se bild). Vi dr ju endast intresserade av singulariteter som &r innanfor
eftersom det endast &ar de som paverkar integralen. Singulariteten z = 0 dr en pol av ordning 3. Per
definition dr Res, f(z) = c—; for LSU:mn till f(z) centrerad i z = a.

Lat oss finna c_; f6r LSU av f(z) centrerar i z = 0:

1
={TU ger} = =
{ ! z—’g—?—kg—f—f-(’)(ﬂ)
1 1

== = {geometrisk serie ger
21— (5 + 5 +0(=%) { /

sin z

1= /22 24 ¥
== Z <— + =+ 0(26)> = {vi skriver ut summan}*°
z 45 3l 5!
1 22 5 24 6 6
=7 1 +<§—5+0(Z)>+<%+0(z)>+0(z) =
k=0 iy s~ E>2
k=1 k=2
1 22 7
N S 6y) —
z( + 5 +3602 +0(z ))
- 1 z 7 3 5
_z+6+360z + 0(z°)

10Hsr giller det att kunna vara bekvim med Big O notationen for att forstd vad som hénder. Om man inte &r det
2 4 k
redan bor man ldsa pa om den. Men kortfattat fungerar det som att nér vi utvecklar vara termer (g—, + %+ O(zs))

dér k dr heltal fran 0 till co dr vart O(2%) lite som var ’soptunna’ diir alla termer som har en grad >{potensen i Big
O notationen} hamnar. I detta fall hamnar alla termer som &r > 6 i var soptunna O(2%). Alltsa struntar vi att skriva
ut dessa termer och skriver bara ut termer av en grad < 6. Vi kan géra detta eftersom vi (i detta fall) endast &r
intresserad av termen da k = —1 for att finna c_; och att inte skriva ut alla termer paverkar i detta fall inte k = —1.
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Detta ger oss att:

) = o =

z2sin z

1 <1+Z+723+O(Z5))_

2\z "6 360

1 7
3,1 3
=z +62 +3602+(9(z)

Faktoridentifiering ger att c_; = %, vilket i sin tur ger att:

1 1
Res i
€0 (zzsinz> 6

RS ger nu att:

1 .
/ dz :2m'Resof(z):27ri-6:%

> o
’YZ Sz

OBS! MYCKET VIKTIGT! Observera att residyer i isolerade singulariteter endast rdknas en gang,
dven fast det skulle vara en pol av en hogre ordning &n 1 likt i denna uppgift.

9.9

Viljer att visa Cauchys integralformel for allménna derivator eftersom de andra &r specialfall av
den. f holo i ett omrade G , v &r pos.orienterad, enkelsluten, styckevis glatt och w € Int(7).

2mi z — w)kt+1

Sa forst borjar vi att definera g(z) = % och noterar att denna ér holo i D(w,R)* och har en
isolerad singularitet (en pol) av ordning k+1 i w. Fran residysatsen giiller da att,

/g(z) dz = 2mi Z Res;(g(z)) = 2mi Res, (g).

J

Enligt rdkneregel for residyer géller att

5 *) (w
Res, (9) = Resy, E _ffu))k+1 -1 k'( :
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Sammanslaget ar alltsa

P P (w
[yg(z)d'z:[y(z—f(w))k“dZZQMka()

FP(w) = E/ (> f(j;kJrl dz

21

9.11

Metod 1: (Definitioner for holomorfa funktioners derivata)

Eftersom f #r holo i D(a,R)* dir a &r en isolerad singularitet till f maste dven f’ vara holo i
D(a,R)*. f' har da per definition ocksa en isolerad singularitet i a.

vsvit
Metod 2: (Laurentserie)

Eftersom f &r holo i D(a,R)* kan f skrivas som en Laurentserie:

f2) = ez —a)

— 00

Kom ihag att var Laurentserie ocksa konvergerar likformigt pa D(a,R)*.1? Att var Laurentserie
konvergerar likformigt &r viktigt eftersom det gor det mojligt att flytta in derivationstecknet innan-
for summationstecknet (dvs vi kan derivera termvis). Detta blir viktigt snart.

Vi har tre mojliga situationer: den isolerade singulariteten a kan varar:
1. h&vbar
2. en pol
3. eller visentlig

Lat oss undersoka varje situation for sig:

1. Om a &ar hivbar:

Sats 4.3R ger att ¢, =0 Vk <O

1Den hir 16sningen ér lite klurig att forsta och det giller att man har koll pa sin teori nir man anvinder sig av
den- Déarfor finns det dven en ytterligare metod som kanske &r lite mer ’straight forward” men som déremot ar ldngre.

I2Detta dr en egenskap som giller generellt for Laurentserier. Viktigt #r dock att komma ihag att co-termen
deriveras bort. Alltsa maste man sidtta cg = 0 i derivatans Laurentserie.
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/\/—\

) li
E ck(z —a)

— 00

(oo}

0

I
cx(z —a) ) =

NEEINE

b
I
—_

(m+ Dep(z—a)™

M

=0

3

=>c¢_1=0o0che¢, =0 Vm<-—1.

Sats 4.3R ger nu att dven f’ har en hivbar singularitet i a.

2. Om a &r en pol:

Sats 4.1/4.2R ger:

fe) = 2

dér g(a) &r holo i D(a,R) och m > 1. Produktregeln ger nu att:

J'(2)

(cr(z — a)k)/ = {Observera att cp-termen dervieras bort}

kep(z—a)* 1 ={Lat m=k—1 <=>k=m+1}

= f'(2) = +9(2) (-m)(z — )" =

(z—a)m

Sats 4.1/4.2R ger nu att f’(z) maste ha en pol i a.

3. Om a &r viisentlig:

Sats 4.3R séger att 3 oéindligt manga k < 0 sadana att ¢ # 0.
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=<§)ﬂz—@ﬁ =

= Z (er(z — a)k)/ = {Glom ej att derivera bort cp-termen}

:chk(zfakl chsza L={Latm=k—-1<=>k=m+1}
k=1 k=—o0
oo -2
= (m+ Dep(z—a)™ + Z (m~+ 1Dep(z—a)™
m=0 m=-—o0

Det 3 nu odndligt méanga m < —1 sadana att ¢, # 0. Sats 4.3R ger da att f’ har en visentlig
singularitet i a

1, 2 och 3 ger da att vi har bevisat pastaendet.
VSV

9.15

Vi vill berdkna den reella integralen:

/°° dz
o (T4 22)?

genom att utvidhga integralen till en komplex sadan. Forst kan vi konstatera att:

/°° dz . dz
™ _ {im s
T Ay (T 2P

Nu vill vi kunna utnyttja vad vi har lart oss fran residykalkyl men da behover vi en sluten kurva att
jobba med. Lat déarfor o = ygU[—R,R] dir yg &r halvcirkeln pa det positiva imaginéra halvplanet
med radien R och R — oo. Viktigt att notera &r att:

1 1

(1422)2  (z2+1)2(z —1)2)

Alltsa har f(z) = (1+
z = 1 ar innanfoér kurvan og, vilket vi kommer att vilja utnyttja.

T2 tva st isolerade singulariter i form av polerna z = ¢ och z = —i. Polen
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A\
’ R Ie
, =
\
! \
y 5
=3 (Y ¢ Alg IR
1 = SRS
|

Om vi studerar integralen av f(z) 6ver og far vi foljande uttryck:

/ dz B / dz
on (1+2%)2 -

dz
e
rr) (1+2%)2 5

o (14 22)?

integralen vi 4r intresserad av

=(*)
Det ér jobbigt att berdkna (x) alltsd kommer vi forsoka visa att (x) - 0. 13 Triangelolikheten
—00
for integraler'* ger att:

< max
ZEYR

/ dz
. (1+ 22)?

1
@t 2| =

1
m

————— TR
eon |24 + 222 + 1|7T

(2)
Vi vill nu utnyttja Omudinda triangelolikheten'® for att gora si att vi inte har alla z-termer under

ett och samma abslutbeloppstecken. Genom att anvinda Omuvdnda triangelolikheten ger déarfor att:

|2* + 222 + 1| > |2* = [22° + 1| > {Omwiinda triangleolikheten igen}
> et = (2 - 1) =

= |2|* = 2|2|* + 1 = {Pa g ar |2| = R}'©
=R'-2R*+1

3Detta dr fororvigt den generella metoden for att 16sa den hér typen av uppgifter. Forst visar man att (x) R—) 0.
— 00
vi dr intresserade av.

Sedan beridknar man integralen éver ocr mha residykalkyl och ddrmed har vi ocksa virdet pa den reella integralen

14 Triangelolikheten for integraler &r mycket anviindbar nir man léser denna typ av uppgifter.
dvs radien hos halvcirkeln

15 Aven Omuinda triangelolikheten #r vildigt anvindbar for denna typ av uppgifter.

16Kom ih&g att yg #r en halvcirkel med radien R och att |z| besrkiver lingden av det komplexa talet fran origo,
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Om man sétter in nagot som &r storre i ndmnaren blir virdet av braket mindre. Inséttning i (2)
ger dérfor olikheten:

1 R< TR
max ———————— T max
ZEYR |Z4 —+ 222 + 1| T zE€EvR R4 — 2R2 + 1 R

Nu har darfor ocksa visar att:

/ dz _ / dz R oo
on CF 2P i (L4 28
Lat oss berikna integralen 6ver opg:
dz dz
—_— = ————5- = {RS
Ry e e R L

1
9. (=492 _
= 2mi Res; ((z — z)2> =

ﬁ r holo i D(i,r) (m = 1) => Riikneregel c) f6r residyer ger:

= {derivering ger}

Z=1

=—cR => rimligt
Alltsa ar:

/°° dz .7
o (L2222

Notera att svaret dr reellt. Reella integraler maste ha reella viirden. Om man far ett svar som inte
ar reellt pa en sadan hér uppgift kan man vara séker pa att man har gjort fel nagonstans.

66



9.17
Beriikna [ = [ c08(@) 4

—00 1+4z4

Notera forst att i det komplexa talplanet sa ér,

I:/ cos(z) dz = Re / eidz
— 00 1+(E4 [R,R] 1+Z4

Eftersom vi vet att Re(e??) = cos(z)

Jamfor denna med uppgift 5.18! Vi borjar pa samma sétt hir, med att skapa en kurva T' = yU[— R, R]
enligt figuren, dvs halvmanen som bestar av halvcirkeln med radie R och linjesegmentet mellan —R
och R. Av konvention later vi kurvan ha positiv orientering (moturs).

Rl TR F=yULRR]

1l
<

- FRR R
4

Figur 5: ' i det komplexa talplanet

eiz eiz eiz

—dz = 7dz+/7dz
/F1+z4 /[R,R]1+Z4 L T+t
| —

Residysatsen () Re() soks (%)
—0

(*) Anvind triangelolikheten for integraler,

eiz
dz
/7 z4+1

Kommentar: Forst omviinda triangelolikheten, kom ihag ett brak dr som storst nir ndmnaren &r
som minst. Sen géller pa « att |z| = R eftersom R &r radien pa halvcirkeln.

1z

24 +1

1 TR
< =
R T A T

< max
zey
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Vi har nu alltsa att nar R — oo ar

eiz eiz
© </[R,R] 142 Z) ‘ </r 1+ 2t Z)

Vi har totalt fyra poler, varav tva (w; = e'T = _\1/5' och wy = e = 1—\};) ligger i omradet innanfor
I'. (Se 5.18 for mer detaljer).

(#*) Residysatsen,

Enligt residysatsen &r alltsa
eiz eiz eiz
/ T4 dz = 2mi (Resw1 5 1 + Resw, 1+>

% Obs: Enkla poler, anvind rikneregel "4” (eller ”d”) }

. . S144
iz 1

—1
e et e vz i3z evz | 1 37
Respy ——F="35=""- = e(ﬁ 4) = Re(Resy,) + i sin [ —= — —
1+z2 dwi 4T 4 2 4
) ) =14 i —1+4i -1 -1
R e _e eV e v e’ i(H+¥) - _e” (%)
€Sy, ™ = —% = — 52 - =——z% =— e
“2 1 + 4 4&}3 467’97 4e* 1?1 vy 4

-1

7 13
— _Re(Resy,) + i% sin (\@ - I)

% Obs: Vi kommer inte behdva ta hiinsyn till vad Realdelen av residyerna ér eftersom vi i residy-
satsen multiplicerar med ¢ och vi bara scker realdelen av uttrycket integralen!

eiz
I=R —d
’ </r 2t Z)
1 —1
. eve | 1 3m evz: | 1 3m
= Re <2m (Re(Reswz) + i—sin <\/§ - 4) — Re(Res,,,) + i—— sin ( - )))

4 2 4
) e%sin 1 3r +e\%. 1 3r
=2 — _— = — —sin | —= — —
1 N 1 /2 4
-1 1 -1 3
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9.18
fdrhel, a #b e Coch |al,|b] < R.

/ - (f“ dz = 2ri (R B pe, f”)

z—a)(z—0) (z—a)(z—0b) (z—a)(z—b)
f(2) f(2)
— o G-0) o = | o f) f(z)
=2 Res“(z—a)+Reb(z—b) 2 ((z—b) -0 Z_b)

= 2mi ((j(j)b) + (bfﬁbiz)> =2 (W)

Kom ihag Liouvilles sats, om f hel och begrinsad sa maste den vara konstant.
Alltsa anta, |f(2)] < M < oo.

Triangelolikheten for integraler ger,

e
/C[O,R] CEREEDE

Kommentar: |[(z—a)(z—0)| =|z—al|lz—=0b] > (|z| —|a|)(Jz] — |b]) enligt omviinda triangelolikheten
och pa cirkeln dr |z] = R. Kom ihag att vi vill ha sa liten ndmnare som mojoigt for att hitta en
Ovre grians pa ett brak.

M27R
2TR < — 0
(R —[a[)(R—[b]) R—oe

f(z)
(z—a)(z—b)

< max
z€C[0,R]

Vi har nu att ndr R — oo sa ér,

Q) (f@ B
/0[07R]<z—a)<z—b>d 2 ( (a—b) > 0
— f(a) = f(b)

Alltsé nidr R — oo kollar vi pa hela C och da ér f(a) = f(b) men eftersom a och b &r godtyckligt
valda punkter maste det betyda att f &r konstant.

O

9.21
c)

Vi har en funktion h(z) = 2* — 52+ 1 och s6ker hur manga nollstéllen den har i Annulusen A(0,1,2)
({zeC:1<|z] <2}.

Definera cirkelkurvorna, v; = C[0,1] = {|z| = 1} och 72 = C[0,2] = {|z| = 2}. Antalet nollstéllen i
A(0,1,2) kommer alltsa vara (antalet nollstéllen i Int(~2)) - (antalet nollstéllen i Int(+)).
Tips: Rita en figur!

Till var hjdlp har vi Rouchés sats. Vi vill hitta funktioner f och g som uppfyller Rouché sa att
h(z) = f(z) + 9(2)
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antalet nollstillen i Int(7ys) :
Vilj, fo = 2% och go = —52 + 1. P4 75 gilller da att

[f2(2)] = 2| = 16
92(2)[ = | =524+ 1] < [52] + [1] = 11
= |f2(2)] > |g2(2)| Vz € 72
Enligt Rouché har h(z) da lika manga nollstillen som f5 i Int(72), dvs 4 st. (obs: vi riknar med
multiplicitet)

antalet nollstéllen i Int(v;) :
Vilj, f1 = =5z + 1 och g; = z*. Pa ~; giller da att

| =1=52+1] > [52] - [1] =4
lg1(2)] = [ =1
= [f1(2)] > [91(2)| Vz € m
Enligt Rouché har h(z) da lika manga nollstéllen som fy i Int(y1), dvs 1 st.
(—=5z+1=0daz=1 vilket ligger i Int(v1))

Allm&n obs: fran villkoret i Rouché inser vi ocksa att h inte kan ha nagra nollstéllen pa ~y; eftersom
[hl = |f 4+ gl = |f] —lg] # 0ty |f] > |g|- Vi behover alltsa inte téinka pa nagra eventuella sadana
nollstéllen ifall vi kan anvéinda Rouchés sats!

Totalt har h(z) alltsa 4 — 1 = 3 st nollstéllen i annulusen A(0,1,2)

Residy-pdf

Rs.4nr.1

Pastaende:

/2” a  or
0 a—&-bsin(t)i\/cﬁ_b?

dirabeR: a>b>0.

Strategi:

I den hir uppgiften ska vi 16sa en reell integral genom att utnyttja vad vi har lart oss fran komplex
analys. For trigonometriska funktioner ar det ofta anvindbart att skriva anvénda sig av variabelsub-

stitutionen z = e, ¢ € [0,27] for att gora om integralen till en komplex integral. Anledningen till
att detta dr smidigt &r delvis eftersom sin(t) = elt_Qfﬂt och cos(t) = Lf Men det dr ocksa

smidigt eftersom da blir z = e’ en parametrisering av enhetscirkeln, vilken blir kurvan vi kommer

integrera ver. Pa sa sitt kan vi slutligen applicera RS (residysatsen). Notera att om vérdet hos
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integralen efter applikation av RS inte blir reellt, da har man gjort nagot fel. Detta eftersom inte-
gralen vi borjade med var reell och en reell integral maste ge reella virden.

Losning:

Lat z = et = ~(t), t€[0,27].

Detta ger att:

Vi behover nu finna ett samband mellan dz och dt. Vi vet att:

dz = 5/(t)dt = {7/(t) = ie""}
= et dt =
=qzdt

=> dt=——dz
z
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dt 7 dz

T a+bsin(t) z.a+bb(z2 D
i

ZCL+ b(z —1)

)

- 2iza+b(22—1)
2i
_ 2
 2iza +b(22 — 1)
2
=——d
bz? + 2iaz — b *

dz =

dz =

dz =

Vi vill nu hitta singulariteter genom att hitta nollstéllen till némaren i det rationella uttrycket ovan.
Nir vi har hittat dessa singulariteter kommer vi kunna se vilka som ér int() och dérifran applicera
RS:

21
Jr% z—1=0 {pg-formeln ger}
ia ia\?
z A (b) +
ia a?
= 1-Z =
b b2
a1
= _—— 4+ = 2 _ 42
5 5 b? —a

=> Vi har poler i:

21:**4’ \/bea2 {a > b}

ia i
= — — —b2
b+b

och

ZQZ—E—E‘/bQ—aQZ{a>b}

b b
_ e b
b b
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Vi vill nu ta reda pa vilka av dessa poler som tillhér int(y). Detta kan vara lite svart att se huruvida
z1 och zy tillhér int(y) men 1at oss borja med att komma ihag att a > b > 0. Alltsa maste:

Fran detta kan vi direkt konstatera att zo ¢ int(7y) eftersom om vi ’tar mer minus’ till —%" hamnar
vi bara liangre bort fran int(7y).

Nir det kommer till z7 tycker iallafall jag det &r betydligt svarare att visa detta algebraiskt. Om
nagon har en béttre forklaring dn den nedan far man gérna redigera detta (skulle tro att man kan
visa detta relativt lidtt genom flervariabelanalys). Men min férklaring, vilken inte dr sérskilt rigoros,
borjar med att vi gor en ytterligare omskrivning for att se om den tillhor int(y) eller inte:

21:—%—&—% a2—b2:%(—a+ a2—b2)

Om man nu leker runt med detta i desmos via ldnken https://www.desmos.com/calculator/
jwemiygbfv kan man se att z; € int(y).

Lat oss nu aterga till essensen av uppgiften. Lat:

2 2
bz 4+2iaz—b bz — 21)(z — 22)

f(2)

f &r holo i C forutom i de isolerade singulariteterna z; och zo. Lat oss nu undersdka residyn i z7:

ARV A

Res,, f(z) = Res,, (l’(z_m)

Observera nu att ﬁ ar holo i en omgivning till z; (m = 0). Alltsa ger Ridkneregel c) for residyer
att:
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https://www.desmos.com/calculator/jwemiyg5fv
https://www.desmos.com/calculator/jwemiyg5fv

2

Res., f(2) = 20570 =

2

|
b /bg—’—b a b 5 5 a

=z =29

2

;5(;\/(12 —F Ve »)
4

T divar b
1

ivaZ — b2

Nu kan vi sétta in detta i integralen fran borjan:

2m dt
/0 o bsn(D) = /Wf(z) dz = {RS ger}

= 2mi Res,, f(z) =

1
=2M——— =
Wa? — b2
2 .o
= \/ﬁ cR => rlmhgt
Dérmed stiammer pastaendet.
VSV
Fourier-pdf
Fs.8nr.1
(b)

Fran uppgiftsbeskrivningen far vi att o = % och att:

filt) = {0’ 12 0=

1, |t|<o=

N|— D=
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Samt far vi fran exempel 6 att:

0, [t| >1
fot) =<1 —1t, 0<t<1
1+1¢, -1<t<0

och att f>(t) har fouriertransformen:

Lat oss nu studera fouriertransformen av fi(¢):

fl(m) = /_OO fte =t dt =

1/2
= / et dt =
~1/2

B efi:nt 1/2 B
| —ixt 71/2_

— Ll
5T

1 .
e 65(131

—ix —ix

= % sin? (g) = {51112 (p) = 1- C;)S (¥)
_21—cos(%)

= ? 5 =

= fa(z)
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Sats 2.4F séger att:

fi@h(z) =i+

=> m = f2
Lemma ger slutligen att:
fixfi=f2
VSV
Fs.8nr.2

I den hir uppgiften vill vi anvénda oss av variabelsubstitution for att bevisa att:

Pastaende: fxg=gx* f

Bevis:
o0
fro= [ swgte-rar
— 00
Lat nu p =t —7r => dp = —dr och fran detta kan vi ta fram vara nya integrationsgrénser:
"p(o0) =t — 00 = —0” och

0

"p(—00) = t — (~o0) = o

Slutligen innebéar det ocksa att r =t — p. Inséttning ger da att:

fxg= / f(t—p)g(p)(—1)dp = {Flippa integrationsgrinserna}

=/ f(t—p)g(p)dp =
=gx*f

Alltsa stdmmer pastaendet.

VSB
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Fs.8nr.4
Den har uppgiften ar riktigt tuff men stay strong soldier!

Strategi:

Vi vill forst identifiera at vi har att gora med en faltning. Nar vi har identifierat detta vill vi studera
FT:n av f * f sedan anvénda oss av Sats 2.4F som séger att: f* f = ff Sedan vill vi berdkna f

for att ta reda pa vad f/;\f = f f ar. Dérifran kommer vi utnyttja inversionformeln for FT:s for att
beriékna integralen vi &r intresserad av.

Losning:

S 1 , © 1
/oo1+321+(s—t)2ds:{(S_t)Qz(t_s) )}:/001+821+(t—s)2d8

Lat nu f(t) := ﬁ => f(t—s) = 1+(t+s)2 Alltsa far vi att:

/°° 1 1 /_o;f(t)f(t—s)dszf*f(t)

d =
o l+821+(s—1)2 3
Nu vill vi studera FT:n av f % f. Och enligt Sats 2.4F &r m = ff. Lat oss dérfor berikna f:

i > 1 —ixs
f:/—oo1+526 ds

Vi vill nu utvidga integralen till en komplex integral sa att vi senare kan applicera vad vi lart oss
om residykalkyl pa den. Dvs:

A Rl 1 ) e—iwz
f= / se P ds= lim ——dz
— o0 1+S R—o0 [—R,R] 1+Z

och:

\b
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dir yg(t) :== Re®, t € [0,7] och o := [~R,R] U~g. Alltsa &r o en sluten kurva.

Nu blir det viktigt huruvida z < 0 eller £ > 0. Anledningen varfor detta &r viktigt har att gora
med e~ **#, men det kommer vi se tydligare i berdkningarna nedan. Lat oss darfor studera dessa tva
situtationer separat:

1. Anta forst att z < 0:

Vi vet att:

e—imz e—izz e—irz
——dz = ——dz+ / —dz
/erl+Z2 /[R’R]l—i—zz yn 1422

Lat oss nu anvinda oss av Triangelolikheten for integraler for att uppskatta integralen Gver ~yg.
Triangelolikheten for integraler ger:

—ixz
/ c 3 dz
TR 1 +z

—ixz

dz

< max
ZEVR

TR (3)

1422

Lat oss nu studera ndmnaren:

|1+ 22| > {Omviinda triangelolikheten ger} > |2 — 1 = R? — 1 pa yg

Fortsatt kan vi uppskatta télajren:

eiz(a-‘rib) _

‘eiwz| = {Lat z = a +ib déir a,b € R} =

— |ezxa’ ‘ebx| _

=1
:l_ebw<

<1 eftersom b > 0 och x <0

Det sista steget att < 1 hér &r kanske inte helt uppenbart forst. Men kom ihag att vi arbetar pa
den 6vre halvan av det komplexa talplanet alltsa dr alla imagindrdelar b > 0. Och fortsatt &r ju
x < 0. Detta &r anledningen varfor det ar vktigt att studera fallen x < 0 och x > 0 separat.

Insdttning i (3) ger nu att:

—ixrz

e
1+ 22

WRgmaxi—>0

dz
z€vr R?2 —1 R—oo

max
ZEYR
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Alltsa ar:

e—izz e—ia:z R
L dz= / L A=
/URl-‘rZ2 [—R,R]1+z2

Nu &r det dags att berdkna residyn i de isolerade singulariteter som € int(og). Var funktion %
har de isolerade singulariteterna z =4 € int(og) och z = —i ¢ int(og):

Alltsa vill vi berékna residyn i z = 4. Vi har en enkel singularitet i z = i. Alltsa kan vi utnyttja
rikneregel d):

e~ iwz . e~ iz
Res; (1-4-—22) = {Rékneregel d)} = (l-l-—22>

z=1

e—izz ex ”
=> /JR 1—|——z2dz = {RS ger} = 2—{Z7rl = e

A~

=> f =me” for x <0

2. Anta nu att z > 0:

Vi kommer inte behtva gora massa langa berdkningar likt berdkningarna fran 1.. Istéllet kan vi

N

utnyttja lemmat som siiger att for en reellviird funktion f &r f(—z) = f(z) kombinerat med
resultatet fran 1.:
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Saledes ger 1. och 2. att:

—> ff = n2e 2l
Men pga Sats 2.4F som vi anvéinde innan &r ju f/;k\f = ff Alltsa &r ocksa:

—

frf=ff=nte?
F

Vi vill nu anvinda oss av inversionsformeln for FT:s som bl.a. siger att §(t) = 2rg(—t). Alltsa iir:

—

2 f x f(—t) = f/*\f = ﬂQefm\”' = {Defintionen foér FT ger}

o .
— 7-(2 / e—2|a;|e—zta: dr =
—00

o) 0
7T2/ e—2fc—ztx dz T 7T2/ e2x—ztm dz =
0

- o—w(2+it) 18 e (2—it) 70
=7° lim - + - =
R—o0 —(2—|—Zt) 0 2 —1t _R
_ 7T2 i e—R(Q—',—it) B 1 N 1 B e—R(Q—it) _
" Rooo | —(2+it) —(2+idt) 2 —it 2—it |
N—— ——
—0 —0

_71_2 1 + 1 _
- 1+ 2—dt)

o (2244
=TT _— =
4+ t2
472
442
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1 472 2 27

T2 A4+ 2 A4 A+ (—(-1)?

=> [ f(=t)

Observera minustecknet innanfor argumentet (dven fast det i detta fall inte sepalar nagon roll)!!!
Lat oss ta bort detta minustecknen genom att sitta in ¢ istéllet for —¢. Slutligen far vi pa sa sétt
vart svar:

< 1 1
[m1+821+(8_t)2ds:f*f(t):

27 -
e
_ 2r
T4t

Fs.13nr.3

I de hér uppgifterna vill vi utnyttja Prop. 3.3F for att 16sa differentialekvationen mha LT (laplace-
transform).

(b)

Vi vill 16sa begynnelsevirdesproblemet:

W
u(0) =0
u'(0)=0

dir g(t) =0, 0<t<mochg(t)=1, t>m. Detta kan vi skriva om som att vi har funktionen:

0, O<t<m
1, t>=m

9(t) = gr(t) = {

Vi vill notera att g(t) dr en funktion pa formen for f,(¢) eftersom det existerar en viktig egenskap
hos LT av funktioner f,(¢).}7 Fran och med nu kommer vi dérfor for tydlighetens skull notera g(t)
som g, (t).

Lat oss nu laplacetransformerar var differentialekvation:

17Detta &r en generell notation for att beskriva en viss typ av funktion som ser ut som féljande:

L f(t_a)7 tZa
ﬁ@%—{Q 0<t<a
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u = {Prop. 3.3F b) ger}

s(u') —u/(0) = {Prop. 3.3F b) ger}
s(su —u(0)) —u'(0) =

s“u

——

g=(t) = {Prop. 3.3F e) ger}

B -1
—e~ 78] = {Vi vet sedan tidigare att 1 = }
s

—TSs

e

S

Inséttning i var differentialekvation ger:

a - e*ﬂ's _ 6771_8 1
Cos(s24+1) s(s2+1)

Nu vill vi finna kinda laplacetransformer som vi sedan kan anvidnda inversformeln for LT for att
ta fram u. Fér e~ har vi e) i Prop. 3.3F som vi kan utnyttja. Men for m vet vi ingen kénd

transformation eller nagon regel som kan fa fram en kind transformation. Vi maste alltsa skriva

om m Att borja med partialbraksuppdelning dr ofta ett bra forsok:

1 A BS+C_AS2+A+BS2+CS

s(s24+1) ;—’_ s24+1 s(s2+1)

Faktoridentifiering ger nu att:

A+B=0
A=1 =>B=-1 (4)
C=0

Alltsa ar:
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1
w=e " ( - = = {Dessa LT kénner vi till}
s s

i
=)

N—

e—ﬂ'S —

1 — cos(

/

e ™1 — e_”cfos\(t/) = {Lat h(t) = cos(t)}

— o] _ e~ "?h(t) = {Prop. 3.3F e) ger}
= gx(t) — hx(t) = {Linjaritet hos LT ger}
=L (gﬂ—(t) - hﬂ'(t))

Observera att £(...) dr en annan notation for LT. Inversformeln for LT ger nu att:

0, O<t<m
= = {cos(t — m) = — cos(t
{1 —cos(t—m), t>m {eos(t =) cos(t)}
_J0, O<t<m
© | 14cos(t), t>n
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